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§ 0. Grundlagen

In diesem Abschnitt setzen wir R und IN als aus der Schulmathematik bekannt voraus.

Aussagenlogik

Priméres Ziel ist die Einfiithrung von Schreibweisen und die Verdeutlichung an Beispielen.
Eine Aussage ist eine Zeichenreihe, der sich objektiv genau einer der Wert wahr (w) oder
falsch (f) zuordnen lésst.

Beispiel: 4 ist eine gerade Zahl (w)
8 ist eine ungerade Zahl (f)
Jede (ohne Rest) durch 4 teilbare ganze Zahl ist gerade (w)

Aus Aussagen A und B lassen sich durch spezielle Zeichen (logische Operatoren) weitere
Aussagen bilden:

A ,yund” -

Y oder } bindr
77

= ,hicht unér

Die Wirkung logischer operatoren kann durch Wahrheitstafeln beschrieben werden

A|B|AANB|AVB Al-A
w | w w w w| f
w| f f w fl w
flw] f w
frry r f

Aquivalenz: <
Sprechweisen fiir A «<— B:
e A ist dquivalent zu B
e B ist dquivalent zu A
e A genau dann, wenn B
e B genau dann, wenn A
e A ist notwendig und hinreichend fiir B

e B ist notwendig und hinreichend fiir A

Beispiel: sei n eine natiirliche Zahl (n € IN)
(n durch 6 teilbar) <= (n durch 3 teilbar) A (n durch 2 teilbar) (wahr)
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Implikation: —-

A|B|A=B

w | w w

w | f f

flw w } tibliche Ergédnzung
flrl w

Sprechweisen fiir A = B:
e Aus A folgt B
e Wenn A dann B
e A ist hinrechend fiir B

e B ist notwendig fiir A
Beispiel: (n durch 6 teilbar) = (n durch 3 teilbar) (wahr)

Motivation fiir die ,Ergdnzung:

1. Man mochte erreichen, dass die Aquivalenz A <= B auch als (A = B)A (B = A)
aufgefasst werden kann.

2. ,<=" und ,,=—="“ sollen unterschiedliche Operatoren sein.

A = B und (—A) V B besitzen dieselbe Wahrheitstafel.
A|B|A=B| (mA)VB

w | w w fVvw = w
w| f f fvi=1f
flw w wVw = w
flf w wVf = w

Anders ausgedriickt:
Die Aussage (A => B) <= ((—A) V B) ist allgemeingiiltig.

Um nicht zuviele Klammern schreiben zu miissen, vereinbaren wir folgende Vorrangregel:

—

A
V
=,

(abnehmender Vorrang von oben nach unten)

Beispiel: A A —BV C ist zu interpretieren als (A A (=B)) vV C
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Exkurs: a‘b‘wb‘ a+b

11| 1 |2£0=1

110 O 1

011 O 1

0j]0| O 0

0.1 Satz Die folgenden Aussagen sind allgemein giiltig
(a) AVB<= BV A

(b)) ANB<= BAA

(c) (AVB)VC <= AV (BVC(C)

(d) (ANB)ANC <= AN (BAC)

(e) (AVB)ANC < (ANC)V (BAC)

(f) (ANB)VC <= (AVC)A(BVC)

(9) ~(AV B) <= -AN-B

(h) = (AN B) <= -AV -B

(i) ——A <= A ,doppelte Verneinung“

(i) AV—=A Satz vom ausgeschlossenen Dritten
(k) = (AN-A)  Widerespruchsfreiheit“

Beweis durch Nachrechnen mit Wahrheitstafeln.

Folgende Schlussweisen werden haufig verwendet:
0.2 Satz Allgemein giiltig sind

(a) (A= B)A(B= A)) < (A< B)
(b) (A& B)A(B& () = (A& C)
(¢c) (A= B)A(B=C)) = (A=0)
Die letzten beiden Aussagen werden héufig in der (nicht ganz korrekten) Form
A<= B+ C bzw. A= B="C

geschrieben.
Das verallgemeinert sich in nahliegender Weise auf

Al <—= Ay <— ... = A, bzw. Al—= Ah—...— A,

Mit dieser Schreibweise ergibt sich aus Satz
(A= B) <= (nAV B) <= (~AV (-=B)) <= (= (-B) V ~4) <= (nA = -A)
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Kontrapositionsgesetz

Die Aussage
(A= B) <= (B = -A)
ist allgemeingiiltig.

Beispiele: n ist durch 6 teilbar = n ist durch 3 teilbar

n ist nicht durch 3 teilbar = n ist nicht durch 6 teilbar

Nicht allgemein giiltig ist (A = B) <= (-A = -B)

Beispiel: n =9: n =9 ist nicht durch 6 teilbar, aber durch 3

Mengenbegriff und Elementschreibweise
Standpunkt: Naive Mengenlehre

0.3 Definition (Georg Cantor, 1895) Unter einer ,Menge* verstehen wir jede Zusam-
menfassung M von bestimmiten wohlunterscheidbaren Objekten M unserer Anschauung
oder unseres Denkens (welche die ,,Elemente” von M genannt werden) zu einem Ganzen.
Schreibweise:

a € M aist Element von M
a¢ M —(ae€ M), dh. aist (kein) Element von M

Beispiele: () = {} Menge, die keine Elemente enthélt
(leere Menge)
N=1{1,2,3,4,...} natiirliche Zahlen
Z=A{...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} ganze Zahlen
Q= % pE€Z,qel,qF 0} rationale Zahlen
(genauer: g:pEZ/\qGZ/\—'(q:())})
R reele Zahlen

Es kommt weder auf die Reihenfolge der Elemente an, noch darauf, ob eine Element
mehrfach vorkommt.

Beispiel: {1,1,2,3} = {3,2,1}

Mengen konnen Elemente von Mengen sein, z.B. {{1,2,},3,{3,4,5}, {{6}}}.
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Quantorenschreibweise

Oft betrachtet man Aussagen, die von einer Variablen abhingen, z.B.

n ist eine gerade Zahl

12 -3r+2=0
Um Aussagen zu formulieren, die sich auf alle oder zumindesten eine Variablenbelegung
bezeichnen, gibt es spezielle Zeichen (Quantoren): V  fiir alle* 3 jes existiert mindestens
eine”

Beispiele: V,cn : n ist eine gerade zahl (falsch)
Jeer 22 -3 +2=0 (wahr)
Negation von:
\V/mEM : A(l‘)
Juem : ﬂA(w)
Beispiele: J,cr:22—324+2=0 (wahr)
= (per : 22 =32 +2=0) (falsch)
Veer 1 72 =32 +2#0 (falsch)

Oft gibt es Quantoren mit mehreren Variablen. Dabei kdnnen zwei benachbarte gleiche
Quantoren problemlos vertauscht werden.
Beispiel: VicRr Vyer : (z —y)2 >0

VyeRr Voer : (2 —y)* >0

Verschiedene Quantoren diirfen nicht vertauscht werden

Beispiel: V,cr Jpen: n>x (wahr)
[Zu jedem z € R gibt es eine grofere natiirliche Zahl n]
hierbei wird n abhéngig von x gewéhlt

ist nicht gleichbedeutend mit
Jnew Vaer : N> (falsch)

|Es gibt eine natiirliche Zahl n, die grofser ist als alle reellen Zahlen|
hier ist n unabhéngig von z

Negation mehrerer Quantoren erfolgt durch Umkehren jedes einzelnen Quantors (und
Negieren der Aussage).
Beispiel: V,cn EIpPI‘iHlZ&hl cp>n (wahr)

Negation:
ElnE]N VpPrimzahl . p <n (falsch)
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Mengenoperationen

0.4 Definition Seien A,B Mengen

AUB = {x:xGA\/:CEB}

ANB = {x:xGA/\ :CEB}
- (z€B)
—

A\B = {z: z€ ANz ¢ B}

0.5 Regeln Seien A, B, C Mengen. Dann gilt
() AUB=BUA

(b)) ANB=BnNA

(¢) (AUB)UC =AU(BUC)

(e) (AUB

( )

(d) (ANB)NC =AN(BNC)
(AUB)NC = (ANC)U(BNC)
(ANB)UC

(f) (ANB)UC = (AUC) N (BUCQ)

0.6 Definition Seien A, B Mengen.
ACB <= VYy:(xr€e A=zx€B)

A=B <= Vy:(xr€e A2 €B)

Beweis: [0.5(c) : z € AU(BUC) r€eAV(xe BUQ)
reAV(zxeBvzel)
(xe AveeB)Vz el
re AUBVzeC

re(AuB)UC
Beweis von (a), (b), (c)—(f) analog, z.T. UA

11ty

Bemerkung: Ahnlich zeigt man

AUA= A,
ANA=A
AUD = A und
AN =0,

die den allgemeingiiltigen Aussagen

10
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AVA<= A,
ANA <= A,
AV f=Aund
ANf=Ff

entsprechen.

0.7 Folgerung Seien A, B, C Mengen. Dann gilt
()’ ACB N BCA < A=8B
(b)) ACB N BCC = AcCC

Beweis: (a) A=B 1« (V;:x€ A<z e B)
— (Va:(z€ A=z € B)A(z € B=,€ A))
— (Vp:x€eA=zeB)NVy:x € B=x € A)
< ACB AN BCA

Auch die De Morgan-Regeln lassen sich auf Mengen iibertragen.
0.8 Satz Seien A, B, M Mengen. dann gilt

(a) M\ (AUB) = (M\A)n(M\ B)
(b) M\ (ANB)=(M\A)U(M\B)
(c) M\ (M\ A)=AnM

Die Korrespondenz zu den Formeln der Aussagenlogik tritt im Fall A, B C M deutlich
hervor.
In diesem Fall schreiben wir

CyA:=M\A bzw. CuyB:=M\B

0.8' Satz Seien A,B, M Mengen, AC M, B C M. Dann gilt
(a)” Cpf(AUB)=CyANCyB
(b)’ Cy(an B) = CyAUCyB
(c) CpiCppA=A

Beweis: (a)) z € M\ (AUB) <—zxeMA—-(re AUB)
< rzeMA-(xe€ahz € B)
= zeMA(~(ze€A) A~ (z€B))
< zeMAzeMA(~(z€A)A-(z € B))
= zeMA- (€ AN (zeMA(z € B))
< rxeM\ANze M\ B
—zxe(M\A)N(M\B)

11
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0.9 Definition Sei I eine nicht leere (Index)menge und A; fiir jedes i € I eine Menge.
Dann

ﬂAi::{x:VieI:xeAi}
el

UAi ={z:Jjer:x € A}

el

Bemerkung: (a) I kann unendlich viele Elemente besitzen.

(b) Falls I = {1,...,n}, dann [ A; = A1NAyN...A, und
i€{1,...,n}
U A, =A1U...UA,
ie{l,...,n}

0.10 Regeln Sei M eine Menge und I, A; wie in . Dann gilt:

(a) (U Ai)UM: U (A; U M)

el il

(b) ( ) NM = (AN M)
iel icl
(C) <’LEI ) nM= ZLGJI A mM)
(d) ( )UM N (4; U M)
i€l iel
(0) M\ U A= N\ 4)
) M\ A= U1\ 4)
Bemerkung: Fiir I = {1,2} ergibt sich wieder ) und [0.8f(a)

Beweis von [0.10: (c) xG(UAi)ﬂM <:><£L‘€ UAi)/\xEM
il iel
> (Fier:x € Aj) Nz eM
< dicr:r € A;NzeEM
< dicr:x € ANM

—ze lJAiNM)
el

12
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() reM\JA4A <—=zeMrx¢ A
iel i€l
<:>af€M/\ﬂ<w€ UAZ)
i€l
= rxeMA-(Jier:xz €A
<:>33€M/\Vi€[:—\(xEAi)
= r e MAVier:x ¢ A;

<(i—)>\vlie[2$€M/\x¢Ai

= Vier:w € M\ A;
—=re (M\A4)

i€l
(a), (b), (d), (f) analog.

Zu (*): Eingegangen sind die allgemein giiltigen Regeln
Vo: (A(x) AB) <= (Vo:A(z)) AB

Vy: (A(@)VB) < (V,:A(x)) VB

i (A(x)VB) <= (3,:A(x)) VB

Jp: (A(@)AB) <= (3,:A(z))AB

Beweis der zweiten Regel:

77:>“ Sei v:): : (A(ZL') V B) wahr.

1. Fall: (¥, : A(z)) wahr. Dann ist A(z) V B fiir jedes = wahr, d.h. V, : (A(z)V B)
ist wahr.

2. Fall: (V, : A(z)) falsch Dann 3, : A(z) falsch. Weil aber nach Voraussetzung
A(z) V B fiir all z wahr ist, muss B wahr sein.
Also (V, : A(z)) V B wahr.

77<:“ Sei v:): : (A(l') \Y B) wahr.

1. Fall: B wahr. Dann ist fiir jedes  A(z) V B wahr, also V, : (A(z) V B) wahr.
2. Fall: B falsch. Dann muss V, : A(z) wahr sein, also ist fiir jedes z A(x) V B

wahr. Sonst ist V, : (A(z) V B) wahr.

Kartesische Produkte

Seien A, B Mengen. A x B :={(a,b) : a € A,b € B}
Dabei sind zwei Paare genau dann gleich, wenn die entsprechenden Elemente (Kompo-
nenten) gleich sind, d.h.

(a,b) = (d, V) <= a=d Ab=1V
Bemerkung: (a) Paare und Mengen sind verschieden, z.B. ist

(1,2) £ (2,1)  ,aber  {1,2} = {2,1}

13
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(b) Paare lassen sich auf Mengen zuriickfiihren, z.B. durch die Definition

(a’v b) = {{a}7 {a7 b}}

0.11 Definition Seien Ay, ..., Ay endlich viele Mengen (k > 2) Dann heifit
Ay X Ag X ... X A = {(al, e ,ak) :vz'e{l,.‘.,k} ta; € Ai}

das kartesische Produkt der Mengen Aq,..., Ag.
Dabei sind zwei k-Tupel (a1, ...,a;) und (af,...a}) genau dann gleich, wenn die ent-
sprechenden Komponenten gleich sind, d.h. wenn

al:a'l/\ag:CL’Q/\.../\ak:a}C

gilt.
Falls A; = Ay = ... = Aj;, = A, dann schreibt man A* :== A x ... x A und setzt A' := A.
—_——
k-mal

0.12 Definition

nl:=n-(n—1)-...-1 firneIN (Sprechweise: ,n Fakultit)

0l=1

—1)-...-(n—k+1
(Z) = n(n—1) o (n +1) fiirn € No,k € N (Sprechweise: ,n tber k)

(g) =1 fiir (n € No)

Bemerkung: (a) (}) = " GEEmi e = ity (0< k<)

(b) (}) =0 fiir k > n.

0.13 Satz Sei A eine Menge an n Elementen (n € IN).(Schreibweise |A| = n)
Sei k € {1,...,n}. Dann gilt
(a) Ak‘: ‘{(mn,,xk) CX1, ..., Tk EA}‘ =nk

k-Tupel aus Elementen von A“

(b) {(.Tl,...,.%‘k):l‘l,...,xk EA,Vi?gj:xi#w]’} :n-(n—l)-...-(n—k‘—i—l)
k-Tupel aus Elementen von A ohne Wiederholung“

(C) {{xl,...,xk}:xl,...,xk GA,V#]-:xi #.’E]}) = <Z>

k-elementige Teilnemge von A

14
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Bemerkung: Sei A={ai,...,an}, |Al =n.

(a) Fiir die erste Komponente x1 gibt es n Maglichkeiten zur Aus-
wahl, fir die zweite ebenfalls usw., also insgesamt

ne....n=nF
k Faktoren
(b) Fiir die erste Komponente x1 gibt es n Moglichkeiten zur Aus-
wahl. Weil die zweite Komponente von der ersten verschieden
sein muss, gibt es fir die zweite Komponente (n — 1) Maoglich-
keiten zur Auswahl. Da die dritte Komponente von den ersten
beiden verschieden sein muss, gibt es fir sie (n —2) Moglichkei-
ten zur Auswahl usw.
Somit gibt es n(n—1)...(n— (k—1)) k-Tupel ohne Wiederho-
lung.
(¢) Zu jeder k-elementigen Teilmenge {x1, ...,z } von A gibt es ge-
nau k(k —1)...1 = k! verschiedene k- Tupel ohne Wiederholung
aus ri,...,Ty. Daher gilt

(Zahl der k-elementigen Teilmengen von A) k! =

(Zahl der k-Tupel ohne Wiederholung von A)

~~

n(n—1)...(n—k+1)

[13
wPotenzmenge

—~N=
(d) |P(A)| =2™. Dabei berechnet P(A) die Menge aller Teilmengen von A.

Beispiel: A= {1,2} |A]=2
P(A) = {®7{1}7{2}7{1’2}}
|P(A)| =4

(e) Seix #y, ne€N.

{(21,- 0 20) € {a,y}™ e {022 = 2} :k}’ B (Z)

»n Tupel aus x und y, bei denen x k-fach und y (n — k)-fach vorkommt*

Beweis: (d) Sei A = {aj,...,a,}. Jeder Teilmenge A’ entspricht genau ein n-Tupel
X(A/) = (Xla s 7Xn)-

)1 falls i € A’
X0 fallsig A

15
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Die Anzahl der n-Tupel aus {0, 1} ist gleich 2"

1{0,1}"| = 2"

Daraus folgt die Behauptung.
(e) Jedem n-Tupel, in dem x k-fach und y (n — k)-fach vorkommt entspricht
genau ein n-Tupel x € {0,1}" mit k£ Einsen und n — k£ Nullen.

Das wiederum korrespondiert nach dem Beweis zu (d) genau zu einer
k-elementigen Teilmenge von A. Nach (c) ist deren Anzahl 7.

Bemerkung: (1) Bei (a) ist die Voraussetzung k£ < n entbehrlich, (c) und (e) gelten
auch fiir £ = 0.

(2) Die im Beweis zu (d) benutzte Zuordnung von n-Tupel aus 0,1 zu
Teilmengen von A ist Grundlage fiir die Darstellung von Mengen in
Programmiersprachen. (Pascal: set, C++: bitset<n>)

(3) Aus (c) folgt, dass (}) € IN auch mit Ganzzahlarithmetik iiber

<n>_n (n-1) n-2  n-k+1

K1 2 3 k

berechnet werden kann.

0.14 Satz Sein € N und k € {1,...,n}. Dann gilt
ny (n-—1 + n—1
k) \k-1 k

Beweis: Fiir k = n gilt: (') =1, (";1) =0, (”_1) = 1, also die Behauptung.

n—1

Fir1 <k <n—1 folgt:

n\ n! ~nn-1! (n—k+Ek)(n—-1)!
<k> Ckl(n—k)! k(n—k)! kl(n — k)!
_(n=k)n-1)!  k(n-1)!  (n—-1) (n—1)!
El(n — k)! Eln—k)!  kln—k—1)! " (k—1)(n—k)
B (n—1)! (n—1)!
DI I )]

-(" )65
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Bemerkung: Dieser Satz ermdglicht die Berechnung der Binomialkoeffizienten iiber das
Pascalsche Dreieck.

Abbildungen

0.15 Definition Seien X, Y Mengen. Eine Abbildung oder Funktion von X nach Y
(Schreibweise: f: X — Y ) ist eine Vorschrift, welche jedes x € X in eindeutiger Weise
ein Element f(x) € Y zuordnet.

X heifit Definitionsbereich oder Quelle und Y heifit Wertebereich oder Ziel von f.
f:7 — Ny, f(z) = 2?

alternative Schreibweise: f : Z — INg, z — x
Quelle und Ziel gehéren zur Abbildung hinzu

g:7Z — 7, g(x) = 2? ist (streng genommen) eine andere Abbildung.
Sei f: X — Y eine Funktion. Dann heifst die Menge

2

graph(f) == {(z,y) e X xY :y=f(x)} CX xY

der Graph von f.

Beispiel: (a) f: R — R, f(z) = 22

(b) Sei X eine Menge. Die Abbildung id, : X — X, x +— z heiflt Identitét
oder identische Abbildung auf X.

(c) Seien X, Y Mengen und ¢ € Y. Die Abbildung: X — Y, x +— c heifst
konstante Abbildung.

(d) Sei X eine Menge und A C X. Die Abbildung ¢ : A — X, z +— x heifit
Einbettung oder Inklusion.

(e) Sei f: X — Y eine Abbildung und A C X. Die Abbildung A — Y,
x +— f(z) heit Einschrinkung (oder Restriktion) von f auf A und wird
mit f |4 bezeichnet.
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Verkettung von Abbildungen

0.16 Definition Seien f : X — Y und g : Y — Z Abbildungen. Dann heifit die
Abbildung

x—Z, x— g(f(:c))
Verkettung von g mit f und wird mit g o f bezeichnet.

0.17 Satz Seien f: X - Y, g:Y — und h: Z — W Abbildungen.
Dann gilt

(hog)of=ho(gof)

Beweis: Man sieht sofort, dass sowohl
(hog)o f als auch ho(gof)

Abbildungen mit Definitionsbereich X und Wertebereich W sind.
Sei z € X.

((hog)o 1)) = (hog)(F@) = h(9(f()))
= h((g° @) = (ho (g0 ) (@)
Bemerkung: Auch bei identischen Definitions- und Wertebereichen gilt im Allgemeinen
gof#/[oyg
Beispiel: f:R— R, f(z)=2%+1
:

(fog)(x)=f(g
(gof)(x)=g(f

Beim schnellen Potenzieren wird ausgenutzt, dass die Berechnung von

) =flz+1)=(@+1)?+1=2?+2z+2
z)) =g(@?+1)=@?+1)+1=a?+2

2@ =g
—

2™-mal

8

schneller ausgefiihrt werden kann, wenn man statt dessen n-mal quadriert

2
x@”):(((x?)Q)Q) —fofo..of®) mit [:R—R f()=2

18
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0.18 Definition Sei f: X — Y eine Abbildung, AC X, BCY
(a) f(A {f :L'EA} = {er Jpea: f(z —y} heift Bild von A unter f.
(b) f heifst surjektiv, wenn f(X)=Y

Beispiel: f:R — R, x — 2?2 ist nicht surjektiv
g:Ry — Ry, x+ 22 ist surjektiv (ohne Beweis)
Ry ={reR:xz>0}
(c) f71 ={zeX:f(x)=B}={r€ X :3yecp:y=f(z)} heipt Urbild von B

unter f
(d) f:X —Y heifit injektiv, wenn Vy, poex : 1 # 2 = f(x1) # f(22)
Beispiel: f ist nicht injektiv

[ 1A Laber ()= f(-1) |
g ist injektiv

[ 11 # 19 = g(21) — g(22) = 112 — 292

= (21 — 22) (21 + 22) # 0 = g(71) # g(x2)
#0 >0

0.19 Satz Sei X — Y eine bijektive Abbildung. Dann gibt es genau eine Abbildung
1Y — X (Umkehrabbildung) mit fo f~' =id, und f~'o f =id

Beweis: 1. Zeige die Existenz der Umkehrabbildung:
Sei y € Y. Wegen f surjektiv gibt es mindestens ein x € X, sodass
fl@)=y.
Behauptung: x ist zu y eindeutig bestimmt.
Beweis: Seien z1,z2 € X mit f(x1) = f(x2)
Kontraposition (d): 1 = x2
Damit existiert zu jedem y € Y genau ein z € X mit f(z) = y, d.h.
Y — X, y — x ist eine Abbildung (Bez: g)

(feg)w)=fl9(y) =fl@)=y (y€Y), dh fog=id,

(gof)(x)=g(f(x)) =g(y) =2 (zeX), dh gof=id,
2. Zeige die Eindeutigkeit der Umkehrfunktion

Seien g1, g2 Abbildungen von Y nach X mit

grof=idy g20f=id

fog =idy [og2=id,

daraus folgt:

g1(x) = g1 (f(x)) = (g0 f)(x) =2z = (g2 0 f)(z) = g2(y) (yeY)
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Beispiel: Sei a,b€ R, a#0
f:R—=R, f(xr)=ax+b
Ansatz fiir Umkehrabbildung (f~!: R — R):

y=ax+b
yT_b =z, d.h. Vermutung: f~!(y) = %b
z,y € R
o F W) = S(1W) = F(5) =a- (52) + b=
¥ x

0.20 Satz Seien f: X — Y und g:Y — Z bijektive Abbildungen. Dann ist auch go f
bijektiv und es gilt

(gof) t=flog™!

Beweis: 1. Zeige g o f ist injektiv.
f injektiv: x1 # x9 = f(x1) # f(x2) = g(f(xl)) # 9(f($2))

g injektiv: y1 # y2 = g(y1) # 9(y2) = (9o f)(zy) # (9o f)(z1)
2. Zeige g o f ist surjektiv.

f surjektiv, also f(X) =Y
g surjektiv, also gV) = Z
somit 9(f(X) = Z
d.h. (gof)(x) = Z

3. Zeige f~! o g~! ist Umkehrabbildung.
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§ 1. Reelle Zahlen

Wir setzen die reellen Zahlen als gegeben voraus und formulieren einige Grundannahmen
(Axiome), von denen die weiteren Eigenschaften abgeleitet werden. Diese lassen sich in die
drei Gruppen Korperaxiome, Anordnungsaxiome und Vollstdndigkeitsaxiome gliedern.

Korperaxiome
Auf der Menge R sind zwei Verkniipfungen gegeben
+:RxR—R, (z,y) ox+y

R XxR—-R,(z,y) «x-y Schreibweise oft nur xy,
die folgende Regeln (Axiome) erfiillen

(K1) Assoziativgesetze

vx,y,zE]R: ($+y)+z = x+(y+z),
(@-y)-z = x-(y 2)

(K2) Kommutativgesetze

Vw,yE]R: r+y = y+z,
ry = y-x

(K3) Ezistenz und Eindeutigkeit der neutralen Elemente O und 1, 0 # 1 mit

VaeR ¢ r+0 = =z,
r-1 = =z

(K4) Ezistenz und Eindeutigkeit der inversen Elemente

Vzer J1yeR : r+y = 0
Veer\{0} T1yer: z-y = 1 Bez.: x

(K5) Distributivgesetz

Va:,y,ze]R: (33_‘_:‘/)2 = z-z21+y-z
z-(y+z2) = xz-y+z-z

Bemerkung: In (K3) und (K4) kann auf die Eindeutigkeit als Forderung verzichtet
werden (lineare Algebra).

Mit Hilfe von (K4) lassen sich Subtraktion und Division erkléren.
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1.1 Definition Seien z,y € R

x—y:=xz+(-y)

E::x'y*1 , sofern y # 0
Yy

-3, A(z) <= Vg : -A(x)
Das iibertrégt sich nicht auf 3;.

1.2 Rechenregeln Seien x,y,u,v € R. Dann gilt

(a) =(-x) ==z, T =2 (z#0)

H\»—l‘»—t

(b)) —(x+y)=-z—-y

(c) x-y=0<=2x=0Vy=0
(@) (-1)-a=
(—z)-(-y) ==y

() 45 ="00" (@#0, y#0)

— W (g0 4 0)

—x

<ldple 8IS

Beweis: (a) (—z)+z S (—x) o
K4
(=2) + (=(=2)) =0
Aus der Eindeutigkeit des inversen Elements folgt x = —(—x)

Zweite Aussage analog.

(b)

cty+(-z —y) = z+(-2)+y+(-y)
~~
+(=v)
= 0+0%0

)

z+y+ (—(z+y)) <

(c) <= :B-O—i—x'OIgw-(O—l—O) =z-0
——
0 wg. (K3)
z-0+4+0 L)
Wegen der Eindeutigkeit des neutralen Elements folgt x - 0 = 0.
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,= Sei -y =0. Fall y # 0, dann
1| k1
Yy
(“«<* ist bereits bewiesen.)
o+ (D221 04122 0+(-1) 2%0.2%0
x+ (—x) o
Wegen der Eindeutigkeit des inversen Elements folgt —x = (—1) -«

113

Vor:aus. 0. (1) ,,i 0

Y

< |

1.3 Summen-, Produkt- und Potenzschreibweise

(a) Durch wiederholte Anwendung des Assoziativgesetzes sieht man, dass in der Summe

x1 4+ x2 + -+ + xp, die Klammern beliebig gesetzt werden kinnen, weshalb sie oft
weggelassen werden.

Schreibweise:

n 0
in =x1+2x2+ -z, (n€N), sz =0 (leere Summe)
i=1 i=1

n 0
HZL'Z' =x1-T2 ... 2, (n €N, H‘% =1 (leeres Produkt)
i=1 =1

n
no._ . PR —
=g Hw(ne]N),
n-mal =1
Verallgemeinerung:

0 (m,n € Z,m > n)

=m

zn: {xm+xm+1+...ajn (m,n € Z,m <n)
Ty =

ﬁ {xm'xm—i—l-...-xn (m,n € Z,m <n)
Ty 1=
=m

1 (m,n € Z,m > n)
Folgerung:
Z;@:(Eml)—i—( Z acl) (Il,m,neZ,l <m<n) (1)
i=0 i=L t=m+1

3

[L- = ({l) ({1 ) wmmcztcmen 0

i=m-+1
LI - xm—i—n (m,n c INo)
(@™)" =™  (m,n €N bzw. m,n € Ny, x £ 0) (3)

(z-y)"=2"-y" (neNN bzw. ne€ Ny, z#0, y+#0)
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(b) Wiederholte Anwendung des Kommunikativgesetzes liefert fiir jeder Bijektion ¢ :

(c)

{1,...,n} = {1,...,n}

D_T= D Tl
i=1 i=1

n

was auch gerne als ) xy, geschrieben wird.
i=1

($1+...+$n=$ki +...tap,, k= @(z))

Beispiel: ¢(i)=n+1—1

n n
E Ty = E Tn+1—i
=1 =1

Verallgemeinerung: ¢ : {m’,...,n'} — {m,...n} bijektiv
n n'
D= T
i=m i=m/

Beispiel: {“":{O""’”_l}_){l""’”}, p(i)=1i+1

n n—1
E x; = E Tit1 Indexverschiebung
1=1 1=0

Eine weitere Anwendung des Kommutativgesetztes liefert

> (@wity) = (Z iﬁz) + <Z yi)

i=1 i=1 i=1
Verallgemeinerung:

2 () = (%)

i=1 Vj=1 j=1 Ni=1

Wiederholte Anwendung des Distributivgesetzes fihrt auf

i=1 i=1
Verallgemeinerung:

<§: 5”@) <Zn: yj) = in:<zn:(l“iyj)) ¢ i(i(%yj)

i=1 j=i i=1 \j=1 j=1 Vi=1

24
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Beweis: <§: :m) . <§: yj> e in:()\xi) = i ((i)x) (1 in: <§:($iyj)>

i=1 j=1 i=1 =1\ \j=1 i=1 \j=1
Bemerkung: In der Rechnergleitpunktarithmetik gelten Assoziativ- und Distributivge-
setze im Allgemeinen nicht: x @ y = rd (z + y), analog fiir ©,,0

Rundung
Es gibt Maschinenzahlen § #0so dass 1 & 4§ =1
ddl)el=161=0
de(lel)=95#0
S ( ? ) #

1.4 Binomischer Satz Seiz,y € R, n € N. Dann gilt

(x+y)" = i (Z) akyn =k

k=0
Beweis: Multipliziert man (z+y)" = (z +vy) - ... (z + y) aus, ohne das Kommutativ-
n-fach
gesetz zu verwenden, so erhdlt man 2" Summanden der Gestalt z;---... - 2z,
mit z; € {z,y}.
Jedem derartigen Summanden entspricht genau ein n-Tupel (z1,...,2,) €

{z, y}".
Nach 0.13(e) gibt es genau (}) n-Tupel, in denen z k-fach und y (n — k)-

fach vorkommt, also gibt es unter Anwendung des Kommutativgesetzes (z)
Summanden, die sich al 2¥y"~* screiben lassen.

Somit (+3)" = ()" + (s +.+ (ary? = 3 ()b

E=0
1.5 Geometrische Summenformel
(a) Sei x,y € R\ {0}, n € N. dann gilt:
n—1 n—1
2" — yn — (.CIZ‘ o Z/) an—l—kyk _ (iL‘ o y) Zxkyn—l—k
k=0 k=0

Beispiel: 22—y = (z — y)(z +y)
2® =y’ = (z - y)(@® + 2y +y?)
(b) Seiq€e R, q#1, n € N. Dann gilt
-1 kiqn_lil_qn
Zq g—-1  1—gq
k=0

3
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Beweis: (z —vy) - an I-kyk — Z( y)an =1 kyk

n—1 n—1
_ —k, k —1—k, k+1 | _
—Z(iﬂn y" —a” y+>—2(ak—ak+1)
k=0 \>—~—" N—m——— k=0
ap:= Gp+1
n—1 n—1 n—1 n
=D ap— > k1= Y, A — y Gk
k=0 k=0 k=0 k=1
n—1 n—1
:aozzak— Zak+an
k=1 k=1
=qag — Gy = xnfﬂyo xnfnynfﬂ =" — yn

n

1.6 Definition Sein € Ny, ag,...,a, € R. Die Funktion p: R — R, p(z) = 3 apz”
k=0

wird als Polynom bezeichnet. Ist a, # 0, so heiffit n Grad des Polynoms (Bez.: gradp)
und a,, Héchstkoeffizient.

¢ € R heifit Nullstelle von p, wenn p(§) =0

Bemerkung: Das Nullpolynom, definiert durch p(z) := 0 (z € R), zdhlt zu den Poly-
nomen, besitzt aber keinen Grad.

1.7 Satz

(a) Jedes Polynom von Grad n ldsst sich schreiben als

14

o) = (e =)™ - )" o) = ([T - 6™ ) )

i=1

mit £ € No, my,...,my € N, &,...,& € R und q(x) #0 (z € R).
Auperdem gilt mi + ... my + grad ¢ = grad p.

(b) Jedes Polynom von Grad n besitzt hochstens n Nullstellen.

n n

(¢) Falls zwei Polynome S apx® und > bpa® an n+ 1 Stellen dibereinstimmen, dann
k=0 k=0
ar = by flir alle k=0,...,n

Beweisskizzen: (a) Falls p keine Nullstelle besitzt, dann gilt der Satz mit { = 0 und

q=7p.
Falls p eine Nullstelle £ € R besitzt, dann folgt
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p(r) — pl€) = 35 arrt — 3 ant = 3° a (o — )
\0/ k=0 k=0 k=0
n 1.5(a) & kL
=Y (@ - = Y a Yt
n k—1
— Z akngk—l—z

el
Il
—
-
I
<)

k=1 k=2 k k=n
i=0 Qo1 Q2 Qok Qon
1= 192
Op—1k
i=n-1 Anp—1n

Statt das Tableau zuerst spaltenweise zu summieren, wird es jetzt
zeilenweise summiert

n—1 n
= (=&Y > a-aigh
i=0 k=i+1
QL
n—1 n ) .
~@-0'S( £ g
i=0 \k=i+1
—_————
ka:
n n—1 .
Wegen b,—1 = > aph—1-=h) — g £ 0 ist > biz' ein
k=n—1+1 n=0

Polynom vom Grad n — 1.

n—1 .
Wir haben gezeigt, dass p(z) = (z — &) > bia".
1=
Grad (n —1)
n—1 )
Wende dasselbe Argument auf > b;z" an usw.
i=0
Klar nach (a).

n
Betrachte r(z) = ) (ak — by,)2"*. Dann hat r n + 1 Nullstellen.
k=0

Zeige: ap, — b, =0 (b= M)

Falls fiir ein k aj, # by gilt, dann ist r nicht das Nullpolynom und
besitzt einen Grad < m. Nach (b) hat r hochstens n Nullstellen.
Widerspruch!
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Anordnungsaxiome

Bestimmte Elemente von R werden als positiv bezeichnet (Bez.: x > 0). Wir setzen
folgende Axiome voraus:

(A1) Flir jedes x € R gilt genau eine der folgenden Aussagen: x >0, z =0, —x > 0
(A2) Voper i >0ANYy>0=2+y >0

(A3) Voper: 2 >0AYy>0=2-y >0

1.8 Definition Seien x,y € R. Wir setzen

x>y <= x—y>0 (xgrofery)
Yy>y &= xz>yVr=y

<y <= y>y

<y &= y>«x

1.9 Rechenregeln (Auszug) Seien x,y,2,a,b € R. Dann gilt
(a) x >yAhex>z=— x>z

(b) x>y < z+a>y+a
— Tr—a>y-—a

(c)z>yNha>0=a-z>a-y
r>yNa<0=a-x<a-y

(d) ©#0=22>0 (insbesondere 1 >0)
(¢) z2>y>0= 1 >3>0

Beweis: (a) Sei z > yund y > z. Dann x —y > 0 und y — z > 0, also nach (A2)
(r—y)+(y—2) >0d.h. x>z

r—z
(b) Trivial: e >y z—-—y>0& (x+a)— (y+a) >0 x+a>y+a

(¢c) Sei x > yund @ > 0. Dann z —y > 0 und a > 0, also nach (A3)
a(x —y) > 0, d.h. nach (K5) az — ay > 0, somit ax > ay.
Sei > y und a < 0. Dann (—a) > 0 und x > y, also nach dem soeben
bewiesenen

(—a)z > (—a)y
~——

—ax > —ay,
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Nach b) folgt

—ar +axr +ay > —ay + ar + ay
d.h.

ay > ax
bzw.

ar < ay

(d) 1.F.: z > 0. Nach (A2) z-2 >0

2.F.: £ <0. Dann (—z) > 0, also nach dem 1.F. (—z)(—xz) >0
—_——

z - x nach
1.3(d)

(e) Vorbemerkung: Sei z > 0. Dann - =z - (1)2 > 0.
~

x
> 0 nach (d)
Sei x >y > 0. Nach (A3) folgt = -y > 0. Nach der Vorbemerkung ngy >0

Somit folgt aus x > y nach (¢) = - xiy >y - a%y, d.h. % > 1 (Vorb. > 0)

1.10 Definition Sei z € R.

Setze |2 x falls x > 0
etze |x| :=
—x falls x < 0

1.11 Folgerung Seix € R, M > 0. Dann gilt
(a) |z| >0, |—z|=|z>, Jz|=0<=2=0
() 2| <M<+ -M<z<M

2| < M <= -M <z <M

—le] <@ < x|

(¢) |yl = || - [y|

(@ 5] =f w#0)
Beweis: (a) |z| > 0 klar, ebenso |z| =0<= 2 =0
T falls x > 0
lz| =<0 falls z =0
—x falls z < 0
—x falls —2 >0 —x falls z < 0
|-z =<0 falls —2=0=<0 falls z = 0 = |z
T falls —z <0 —x falls x < 0
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(b) Zeige erste Aussage:
z>0 Dann 0 <z =|z| <M
=z <M <0 Damm0<-—z=|z|<M -M<z<M
bzw. — M <x <0

x>0 Damn |z|=2z<M

=" —M <|z|<M{ <0 Dann |z|=—x x| < M
< —(-M)=M

Zweite Aussage analog
Dritte Aussage folgt aus der ersten Aussage mit M = |x|

(¢) 1. Fall: >0,y >0:

| 2y | =y
~—
=0 |yl = |a] - y|
x| =2
=y
2. Fall: x <0,y >0:
zy | =—(x
| 2y | = —(zy)
=0 |zy| =[] - [y|
| = —a
=y
3. Fall x >0, y<0und4.Fallx<0,y<0analog
() xz%-y !:EI 2] - Jy]
I x
Iyl — ‘5

1.12 Dreiecksungleichung Seien z,y € R. Dann gilt
(a) | +y| < l|z|+ [yl

(b) |lz| = Jyl| < |z -yl

) 1.11b 1.11b
Beweis: (a) —(|z[+[y]) = —|z[+ (=|y]) < z+y < |z|+y|

Also nach 1.11b |z + y| < |x| + |y
(b) Wir zeigen: —|z —y| < || — |y < |z —y]
Die linke Ungleichung folgt aus

(a)
lyl =y —x+z| < |y —2z|+ [z = |z| + |z —y|

und die rechte Ungleichung ergibt sich aus

(a)
lz| = |z —y+y| < |z—y|l+|y|
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Ganze Zahlen nach vollstindiger Induktion

Die vollstandige Induktion ist eine Beweistheorie:
Fiir jedes n € Z mit n > ng (ng € Z fest) sei eine Aussage A(n) gegeben.
Die Aussage: Vpcz, n>no @ A(n) ist wahr, wenn gezeigt wird:
Induktionsanfang: A(ng) ist wahr
Induktionsschluss: Vpez, n>n, 1 A(n) = A(n+ 1) ist wahr
(Der Induktionsschluss kann bewiesen werden, indem vorausgesetzt wird, dass A(n) wahr
ist (Induktionsannahme) und damit die Wahrheit von A(n + 1) gezeigt wird).

1.13 Bernoullische Ungleichung Seiz € R, z > —1, n € Ny.
Dann gilt:

1+x)">14+nx

Beweis: Vollstindige Induktion.
A(0) : 1 > 1 wahr
An) = A(n+1):

Ind.annahme

|

1 = (1 1 > (1 (1
I+z)"=042)" - 1+z) > (1+nx) (1+2)
>0
=l+nz+z+nz2>1+n+1)z
>0
Variante der vollstandigen Induktion:
Die Aussage Vnez, n>n, : A(n) ist wahr, wenn gezeigt wird

Induktionsanfang: A(ng) ist wahr

Induktionsschluss: Vyez, n>no @ A(no) A A(ng +1) A ... ANA(n) = A(n+1)

1.14 Potenzsummen Sei k € INg.
Dann ist s, : IN — N,

ein Polynom (in n) vom Grad k + 1 und es gilt

:(k:qtl)' > A

1 k—

(x)  sk(n) = Frl

<(’I’Z+ 1 k+1
Jj=
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o

Beispiel: s¢(n) (n+1")—=1)=n

i‘ iV = i l=n
i=0 i=1
s1(n) = %((n—i—l)z—l— ZO:O (?)s;&n)) =in?+2n+1-1-n)=L1(n?+n)=
j=
(6) go()
% Polynom 2. Grades (Tn n)

Beweis: (*): UA
Wir betrachten die Aussage
A(k) : sq ist ein Polynom vom Grad k + 1
A(0) :sp ist ein Polynom vom Grad 1 wg. sp(n) =n (n € IN)
Induktionsschluss: A(0) A A1) A ... NA(k) = A(k+1):
Nach (*) ergibt sich

> %)

Polynom vom Grad 7=0 Polynom vom Grad

k + 2 nach dem binom. j+1<k+1nach
Satz Ind.voraussetzung A(j)

Rekursive Definition

Dabei ist xn, € X (no € Z fest, X Menge) und eine Vorschrift, wie sich x, aus
Tng, Tng+1, - - - » Tn—1 erhalten ldsst, gegeben.

Formaler: Sei X eine Menge, ng € Z. und fiir jedes n € Z, mit n > ng sei eine Abbildung
fo a0t 5 X gegeben.

Durch
Tny € X
und

anZ, n>ng - Tn+l = fn(xnoa cee 7xn>

wird eine Folge (xn)neN, n>n, eindeutig definiert.

32



Analysis I fiir Informatiker § 1. REELLE ZAHLEN
WS 05/06, Dr. Walter Spann Rekursive Definition

Beispiel: (a) Seien a,b € R, a # 1,
Tro — 0
Tn41 =a-r,+b (TlE]N())

{ x0=0, x1 =0, zo=a-b+b=(a+1)-0,
z3=a-((a+1)-b)+b=(a’+a+1)-b,... }

Vermutung: z, = ("' +a" 2+ ... +1)-b = 2= b

|

geom.
Summenformel
Beweis durch vollstdndige Induktion:
0
-1
A(O):xgza b=0
a—1
An) = A(n+1):
Tpy1 = axp+b = a- “::11 -b+b

1

Ind. von A(n)
(a”+1—a")'b+(a—l)~b o artl_1 . b

= a—1 a—1
(b) xozl,xl:l
Tptl = Tp +xp—1 (n € N)
Fibonacci-Folge: 1,1,2,3,5,8,13, ...
:E:]Ra fn:]Rn+1 HR) fn(an"'7$n) =T —n-+Ip-1,
fo:R—R, fo(zg) =1

n
(¢) 2o =1, zpy1 = _%H . z%) ("Zﬂ)ml (Bernoulli-Zahlen)
1=
- 1 /2 1
= —— T —
FTo2\o) YT 2
~
11
Tog = —= s To+ ¥ x _ !
27 2\\o) "\ ) T e
—
1 3 1

Tabelle der Bernoulli-Zahlen
j o] 1]2]3] 4 |5|6
Bi[1]=3]5[0]-5[0]4%
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Formel fiir die Potenzsumme (mit Hilfe der Bernoulli-Zahlen)

k
1 k+1 g
s =i ("]

j=n

(Ohne Beweis, obwohl mit den bisherigen Mitteln beweisbar)

Anordnungsaxiome (Fortsetzung)

(A4:) VCEER ElTLG]N n>x

1.15 Folgerung Es gilt:
(a) VoerT1 2ez 2 <ax <241
(b) vEG]R,5>O EIne]N : % <€

(c) Sei a € R mit o > 0. Dann

1
Ves0 EInE]N:a-Q—nga-ﬁ<€
Bemerkungen: 1. Das nach (a) eindeutig bestimmte z € Z wird mit [z] (,Gaufklam-
mer von z*) bezeichnet.
2. In C wird [z] durch floor(x) dargestellt, allerdings hat floor als
Ergebnistyp einen Gleitpunkttyp (real).

3. Aus (b) folgt spiter lim 1 =0.
n—oo

Beweis: (a) Existenz.
Sei z € R.

1.Fall: z€Z: z:=zxzerfillt 2€Z und z2 <z < z+1

2.Fall: x ¢ Z,x >0:
Sei M :={n € N : n > z}. Nach (A4) gilt M # (). Wir bezeichnen
mit m das kleinste Element von M.

[ Jede Teilmenge von IN besitzt ein kleinstes Element. ]

Behauptung: m—1<z<m
x < m gilt, weil m € M.
m — 1 < x ist dquivalent zu m — z < 1.
Annahme: m—x >1
Dann m — 1 —x > 0, daraus folgt wg. x ¢ Z, dass m — 1 > z.
Hieraus m — 1 € M, d.h. m ist nicht das kleinste Element von
M.
Widerspruch!
Sonst erfiillt z:=m+1,z€Z und z <z < z+ 1.
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3.Fall: 2 ¢ Z, x < 0. Nach dem 2. Fallgibtes 2€Z z<(—x)<z+1

——
>0
Hieraus folgt —z2 —1 <2z < —2

Wihle z := —z — 1.
Eindeutigkeit: Seien 21, zo € Z mit

n<r<z+1 und zo<x<z9+1

Daraus folgt:
2—2x<0,r—21<1 = z—21<1 21— 2| < 1
21— <0, x—20<]1 = 2z1—20<1 L 2

21,20€7Z
—— 21 = 292
(b) Seie > 0. Nach (A4) existiert zuz :== L einn € Nmitn > 1, dh. 1 <e.
(c) Seie > 0.Zux:= ¢ existiert nach (A4) einn € Nmitn > %, d.h. & <e,

Nach der Bernoulli-Ungleichung gilt
2"=01+1)">1+n

Also

Vollstandigkeit von R

Fiir a,b € R, a < b bezeichnen
[a,b] :={x € R:a <z <b} ,abgeschlossenes beschrinktes Intervall”
[a,b) :={z eR:a <z <b}
(a,b:={re€R:a<x<b}
(a,b) :={z €R:a<x<b} ,offenes beschrianktes Intervall

Sei I := [a,b], |I| := b — a heifst Linge von I.

(Die Mengen {x € R : a < z} und {x € R : > a} heifen ebenfalls (abgeschlossene)

Intervalle. Entsprechend werden {x € R : a < z} und {z € R : a > z} als offene

Intervalle bezeichnet.)

} ,halboffenes beschrianktes Intervall”

1.16 Definition Seien I, C R fiir n € IN jeweils abgeschlossene beschrinkte Intervalle.
Diese bilden eine Intervallschachtelung, wenn

(’L) vnE]N : In+1 cli,
(ii) v5>0 EIne]N : |In‘ <e
Beispiele: 1. I, = [0, %], n € IN bildet eine Intervallschachtelung () I,, = {0}.
nelN

2. Intervalle I, die (i) erfiillen und [I,| < g5(a > 0 fest), bilden wg.
1.15(c) eine Intervallschachtelung
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Vollstindigkeitsaxiom

(V1) Fir jede Intervallschachtelung in R gilt

() In #0, d-h. Fper Vnen : @ € L.
nelN

Bemerkung: = ist eindeutig bestimmt.

Seiie (N In.
nelN

Annahme: z # 2

Setze € := |z — Z| und wihle n € N mit |I,| < ¢

2,7 €I, (wg. 2,2 € () I,). Also [z — Z| < |I,| < e = L[z — 7).
nelN

Also 3|z — Z| < 0. Widerspruch!

1.17 Definition (lipschitzstetige Funktion) Sei I C R ein Intervall. f : I — R heifit
lipschitzstetig mat der Lipschitzkonstante L > 0, wenn gilt

Var el ¢ [f(@1) = f(22)| < Llzy — 22
(kiirzer: 3150 Yy wper © | f(21) — f22)] < Lz — 22])

Beispiele: (a) f(z) =z (x € R) ist lipschitzstetig (mit L = 1)
|f(21) = f(x2)] = |21 — 22
(b) f(z) =|z| (z € R) ist lipschitzstetig (mit L = 1) wg.
|f(z1) = f(@2)] = |Joa] = |w2l| < |o1 — a2
1.12b
(¢) f(z) = 22 ist lipschitzstetig auf beschriinkten Intervallen [a, b].

|f(@1) = fz2)| = |21? — 22%| = | (21 — z2) (w1 + 32)|
< |zy — a2 - (@H@D < 2max(|al, [b]) - |21 — 22

<max(|al,[b])
f(x) = 22 ist allerdings nicht lipschitzstetig auf R.
1 firz >0
(d) f(x) = =Y st nicht lipschitzstetig.
-1 fiir x <0

Wihle 2 = 1, 25 = -1

UG = FD =) 2
LD T E-Ch

(Ware f lipschitzstetig, so gébe es ein L > 0 mit

o men | (2L

<L).
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1.18 Zwischenwertsatz (vorldufige Fassung) Sei I = [a,b] ein abgeschlossenes be-
schranktes Intervall. f : I — R sei lipschitzstetig, f(a) < O, (b) > 0 (oder umgekehrt
f(a) >0, f(b) <0). Dann gibt es ein x € I, so dass f(z) =

Beweis: Sei f(a) < 0, f(b) > 0 ohne Einschriankung der Allgemeinheit (andernfalls:
ersetze f durch —f)

Idee: durch fortgesetzte Halbierung von [a, b] Intervalle [a,, b,] zu konstruieren
mit f(an) <0, f(bn) > 0.

Rekursive Definition der Intervalle I,, = [an, by].
Iy := [ag, bo] mit ag := a, by := b erfiillt f(ag) <0, f(bo) > 0.
I, := [ap, by mit f(a,) <0 und f(by) > 0 sei bereits konstruiert.
Cp 1= % (Mittelpunkt von I,)
Ly = {[an,cn] falls f(cn) >0
[¢n, bn) falls f(cn) <0
Dann gilt: Ip41 C In, [In+1] — 3|1n| und f(ans1) <0, f(bpg1) > 0.
Dann gilt: |I,,| = 5= [Io| = 5 (b— a)
und nach der Bemerkung (b) zu 1.1b ist I,,,n € IN eine Intervallschachtelung.

Nach dem Vollstéandigkeitsaxiom gibt es genau ein x € [ I,.
nelN

Zu zeigen: f(x) =
Sei I, := [—L(bn —ap), L(b, — an)], wobei L eine Lipschitzkonstante von f ist.
Wir sind fertig, wenn wir gezeigt haben, dass f(x) € I, fiir jedes n € INy.

Dann gilt ndmlich f(z) € () I.
nelN

Andererseits gilt 0 € I, (n € IN), also 0 € () I,.
nelN

Da (I,)nen eine Intervallschachtelung ist und somit () I, genau ein Element
enthalt, folgt f(z) = "
Zeige: f(z) € I,
x € I, daher
|f(2) = flan)| < Llz — an| < Llbp — an]
= f(z) - ( ) < L(bn — an)

= f(z) < f(an) +L(bn — an) < L(by, — ap)
<0
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‘f(bn) - f(x)’ < Llb, — x| < L(by, — an)
= f(bn) —f(x) < L(by — an)
0
— f(2) = —L(by — an) + f(bn) > —L(by — an)
>

Also f(z) € [~L(by — an), L(by + an)] = I,,

1.19 Satz Sei ke N, k > z.

(a) Die Funktion Ry U {0} — Ry U {0}, x +— z¥ besitzt genau eine Umkehrfunktion.
(Bezeichnung: x — ¥/x)

(b) Es gilt: ({“/&)k: Vak = a
Vab= ¥a- ¥ (a,b=0)

(c) Es gilt: 0 < a<b= ¥a< Vb

Beweis: (a) Wir zeigen zuniichst, dass f : Ry U {0} — Ry U {0}, f(x) = =¥ bijektiv
ist.

— Injektivitdt: Sei z1 # z2. O.E.d.A. 1 < x9 (sonst Umbenennung).
Dann z1* < 2oF, d.h. f(x1) < f(22), also f(x1) # f(z2).

— Surjektivitdt: Sei x > 0. Zeige: Es gibt z € R4 U {0} mit f(z) = y.
Betrachte g(y) := f(x)—y (x > 0) auf [a, b] mit @ := 0 und b := y+1.
g(x) =g(0) = =y <0

Bernoulli-
Ungleichung

gb) =gly+1)=@y+1)f -y > L+k-1) v,

g ist lipschitzstetig auf [a, b]:
|g(x1) — g(z2)| = 21" —y — (227 — y)|

k k| L.5c Rl
Sl U B [ Y D! T2
i=0

IN

k=l k—1—i|,. |i (S
|o1 — 22| - D7 |2 [V T @o|" = |y — @] - D0 BT
; i=0

1=0
VPl oy — xo| (21,29 € [a, b))
Also existiert nach 1.19 ein z € [a,b] C Ry U {0} mit g(z) =0,
d.h. f(z) =v.
Nach 0.19 besitzt f somit genau eine Umkehrfunktion.
(b) fla)=d*, f~'(a) = ¥a, also
_ k
f(f ) =a= (¥a)" =a
Y f@)=a= Vi =a
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(Var)” == (va) () = (vavn)
d.h. f( ) (\’“/E\'“/E), also wegen f injektiv v/ab = {/aV/b.
(c) Sei 0 < a < b. Annahme {/a > V/b.
Dann ({“/Zz)k > (%)k Widerspruch.
—_——

a b

Bemerkung: Die Funktion z — {/x (z > 0) ist lipschitzstetig auf {z € R : x > a}, falls
a > 0. Sie ist nicht lipschitzstetig auf {z € R : = > 0}.

Beweis: Sei a > 0. Dann
won = (vm) - (om)
= (va- ) B (o) ()

k

1=0
Also:
Y- ¥ = ! a1 —
k=1 k—1—i i
( K x1) . ( ez
1=0
1
< il — x| (71,22 > a)
Andererseits:

|z —0

(\F)k 1 %kfl

[V — V0] =

Fiir z = (4 ) folgt |&/z — 0 = |‘T 0‘ - =nkF"lz -0

Die Lipschitzkonstante wére also groféer oder gleich n*~! fiir jedes n € IN.
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§ 2. Folgen und Grenzwerte

Unter der Folge reeller Zahlen versteht man eine Abbildung N — R, n +— a,. (Jedem
n € IN wird eine reelle Zahl zugeordnet)

Schreibweise: (an)nen oder (a1, ag,as,...).

Verallgemeinerung: Sei ng € Z. (ap)n>n, d.h. die Abbildung {ng,no+1,n0+2,...} — R,
n — ay, wird ebenfalls als Folge bezeichnet.

Beispiele: (a) a€R a, = a(nelN) (a,a,a,a,...) konstante Folge
(b) an = % (nG]N) (17%7%7 )
(c) a, = (—1)" (neN) (-1,1,—1,...) alternierende Folge
(d) ¢geR a, q" (n € IN) (¢,¢%,¢%,...)  geometrische Folge

Vorsicht: Eine Folge (a1, asg, .. .) ist nicht dasselbe wie die Menge der Folgeglieder {a1, az, as, . ..

obwohl die iibliche Veranschaulichung das nahe legt.

2.1 Definition (Grenzwert einer Folge) Sei (ap)new eine Folge reeller Zahlen und
a € R. Dann heifit

(an)nen konvergent gegen a :<=> Ves0 IngelN Vnsn, @ lan —al < e

a wird als Grenzwert oder Limes der Folge (ap)nen bezeichnet.
Schreibweise:

lim a, =a oder an — a (n — 00)
n—oo

Ist a =0, so heifit (an)new Nullfolge.

Eine Folge wird als konvergent bezeichnet, wenn sie gegen eine reelle Zahl konvergiert.
Andernfalls heifit sie divergent.

Mit Hilfe der offenen Umgebung von a

Usa):=]a—c,ae[={zcR:|z—a| <e}
l&sst sich auch sagen
(an)nen konvergiert gegen a <= In jeder e-Umgebung liegen fast alle a,,.

Sfast alle” heifst hier: jevtl. mit Ausnahme endlich vieler*

2.2 Folgerung

(a) Jede konvergente Folge reeller Zahlen ist beschrankt, d. h.

EIM>0 VnE]N : |an| < M
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(b) Falls (an)new — a # 0, dann sind fast alle a, # 0 und es gibt ein ng € N, so dass
L beschrankt ist, d. h.

an n>ng

3nOGJN 3M>0 Vnzno . <M

an
(c) Falls (ap)pnen — a und an, > 0 fir alle n € N, dann gilt a > 0.

Beweis: (a) (an)new — a. Sei e = 1. In U.(a) liegen fast alle a,, d.h. es gibt ng € IV,
so dass |ap, —al <1 (n < np).

Also: |an| < |a, —a| +|a] < |a| +1 (n > ng)
Somit |a,| < max(|a1|, laal, ..., ang—1l, |al + 1) (n € IN)
(b) an — a (n — oc). Wihle € := £]a| > 0.
Dann liegen fast all a,, in Us(a), d.h. es gibt ng € N mit |a,, — a| < %|a|
(n = no)
Also |ayp| > |a| = |an —al > |a| — %|a| = %]a| (n > ngp)

Dreiecksungleichung

Daher: -1

lan] < \T.2,| (n > no)
(¢) ap —a (n— o0) und a, >0 (n € IN).
Wire a < 0, dann ligen fast alle ay, in Uz(a) mit € := 3|al.
d.h. es gibt ng € N, so dass |a, — a| < & = 3a| (n > ng).
Daraus folgt: a, —a < 5 |a| (n > ng)
-
—a (weil a<0)
also a, <a—1a=—-1a <0 (n>ng)
Widerspruch zu a, > 0 (n € IN).
Bemerkung: Aus a, > 0 (n € N) und a, — 0 (n — o0) folgt im
allgemeinen nicht a > 0.
Beispiel: — 0 (n — o0) [in Kiirze]
> 0, aber der Grenzwert ist 0.

S=3|=

2.3 Satz Jede Folge reeller Zahlen besitzt hichstens einen Grenzwert.

Beweis: Annahme: a,, — a und a,, — @’ (n — o0) und a # o’
Wihle € := S|a — .
Dann U.(a) NU.(a") = 0.

[ Darum:
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x € Us(a) NU(d")
= |z—a|<e, [z—d|<e=3la—d|
= Ja—d|=|(z—-d)—(z—a)|>|z—d|+ |z —a
<ete=la—d|
= 0 < 0. Widerspruch

Fast alle a, liegen in U.(a) und fast alle a, liegen in Uc(a’). Us(a) N
U(a') = (. Widerspruch!

Bemerkung: Erst dieser Satz erlaubt von dem Grenzwert einer konvergenten Folge zu
sprechen.

Beispiele: (a) a, =a (n € N). Dann lim a, = a.

n—oo
Denn: Sei € > 0. Dann
lan —a| <& (n€N), dh. Veso Tngen Vasng : lan —a| < e ]
0 nimlich ng =1

(b) ap =1 (n € N). Dann lim a, = 0.

n—oo

Denn: Sei € > 0. Nach 1.15b (Folgerung aus dem Archimedischen
Axiom) gibt es ng € IN, so dass

(¢) ap = (=1)" (n € IN) ist divergent.
Annahme: Es existiert ein a € R mit a,, — a (n — 00).
Dann gibt es zu € := 1 ein ng € IN, so dass

lap, —al <1 (n>mng)
2 = [(=1)"" — (=1)"| = lant1 — an| < |ans1 — a| + |an — al (n > ny).

Also 2 < 2. Widerspruch!

2.4 Lemma (Grenzwerte von Nullfolgen) Seien (an)nen und (by)new Folgen reeller
Zahlen, X € R.
Dann gilt:

(a) ap — 0 (n — 00) <= |ay| — 0 (n — o0)
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(b) an, — 0 (n — 00) = Aay, — 0 (n — o0)
(c) ap — 0 (n — o0), by, — 0 (n — 00) = ap + b, — 0 (n — )
(d) b, >0 (neN), b, =0 (n— o0), |ap] < b, (n€ N) = a, — 0 (n — o)
Nullfolge: Folge reeller Zahlen mit Grenzwert 0.
Beweis: (a) a, — 0 (n — o0)
<= Veu0 IngeN Ynsng & lan — 0] <€
<~ Vg>o EanG]N VNZNO : Han] — O‘ <€
<~ |ap| — 0 (n — )
(b) Sei € > 0. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit: A # 0.
Da a,, Nullfolge ist, gibt es zur positiven Zahl ﬁ ein ng € IN, so dass

€

— 0l <« —
SN

(n > no),

aber
Aa, —0] <& (n>ng).

Somit \,, — 0 (n — o0).
(¢) apn — 0 (n — 00), by — 0 (n — 0).
Sei ¢ > 0. Dann gibt es zur positiven Zahle § ein ng € N, so dass

€
|an70|<§ (n > ngp)

Entsprechend gibt es ng’ € IN, so dass
|b, — 0] < % (n > ng')
Also

3 3

Somit ve>03n0”e]N : anno” : |an + b, — O| <e€
(d) b, >0 (ne€N), |a,| < b, (n € N), b, — 0 (n— o).
Weil (by,)nen Nullfolge gilt
bn,
—N—
Veso0 E|’n,0€]N Vnzno : ‘bn - 0‘ <e€
Wegen |a,| < by, folgt

|an]

—
vE>0 E|no€]N Vnzno : ‘an - 0| <e

< a, — 0 (n — o0)
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2.5 Rechenregeln | Seien (an)nen, (bn)nen, (cn)new Folgen reeller Zahlen. Dann
gilt

(a) an, — a (n — o00) <= ay, —a— 0 (n — ) <= la, —a] = 0 (n — )
= lan| = la| (n — o0)

lim a, = a <= lim (a, —a) =0 <= lim |a, — q|
n—oo n—oo n—oo
= lim |a,| = | lim a,| }
n—oo n—oo

(b) ap —a (n— o), by = b (n—00) = a,+b, —axb(n— o)

[ lim a, erist. A lim b, exist. = lim (a, £b,) = lim a, £ lim b, ]

n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo
(c) ap — a (n — o0), by — b (n — 00) = a,b, — ab(n — o0)

[ lim a, erist. A lim b, erist. — lim a,b, = lim a, - lim b, ]
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

]

(d) an — a (n— o), by = b#0 (n —00) = 3= —>g(n—>oo)

g b
evtl. erst fiir
n > ng
definiert
lim a,
. . . . . n n—o0
{ lim a, exist. A lim b, # 0 exist. = lim — = "~
n—00 n—0o0 n—0o0 bn lim bn
n—0o0

(e) ap, — a (n — 0), by = b (n— ), ap >b, (NEN)=a>b

[ lim a, exist. A lim b, exist. A a, > b, (n € N) = lim a, > lim b,

n—00 n—oo n—o0 n—o0
(f) an, —a (n—o00)Aby, —a(n—00)ANap <cp, <b, (n€N)= ¢, —a (n— o0)

[ lim a,, exist. A lim b, ezrist. Aa, < ¢, <b, (n € NN)

n—oo n—oo
— lim ¢, = lim a, = lim b, }
n—oo n—oo n—oo
Beweis: (a) a, —a (n— 00) <= Ves0 IngeN Ynsne & |an — al
- ~——
|(an—a)—0|
<= Ves0 IngelN Vns>ng - ‘(an —a)— 0‘ <e
2.4a
— ap,—a—0(n—o0) =" |a,—al — 0 (n— o0)
Wegen ‘|an| — |a|’ < |an — a| folgt Ves0 IngeN Visng - ’|an| — |a|| <e.
Das ist aquivalent zu |a,| — |a| (n — o).
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(b) an—>a(n—>oo)/\bn—>b(n—>oo)(i)an—a—>0(n—>oo), b, —b—
0 (n— o)
Qéc(

an—a)+(bn—b)—>0(nﬁoo)(gan—i-bnea—i-b(neoo)

Gn+b7l—(a+b)
(¢) ap —a (n— 00), by = b (n—o00) =
—0 (n—o0) —0 (n—o0)
— —
|anby, — abl = ‘(an —a)b, + a(b, — b)| <l\an — a| |by| +|al|b, — b]
<M

unabhingig von n, weil konvergente
Folgen beschrankt sind

|an —al - M+ |a] - [bp, — b

—0 nach 2.4b —0 nach 2.4b

—0 nach 2.4c
Also nach 2.4d |apb, — ab] — 0 (n — o0) &» anby, — ab

(d) ap —a (n— ), b, = b#0 (n— o00)

Dann:
i_} B b, —b _|bn—b]
b b | bub | |bal]D]
M
< 7 lbn =0 (n > no)
||T

Alsobinﬂ%(nﬁoo)

[ Nach 2.2b exist. no € N und (M) > 0, so dass b, # 0 (n > no) und ‘b%‘ <M ]

an—>a(n—>oo),bn—>b(n—>oo),i—>%(n—>oo)

(c) 1

:an-i—wrg (n — 00)

an, a

bn b
(e) ap —aNnb, = b, apb>b, (nelN)

Zu zeigen: a > b
2.5b

an —byp = a, +(=1) b, S a+(-1)b=a->
= oy
- —_——
—(=1)b

Nach 2.2c¢ folgt wegen a,, — b, > 0, dass a — b > 0.
(f) an — Aby, — a, an < ¢, < by
Zu zeigen: ¢, — a
len — al < e — an| + |an — al < |by, — an| + |an —a| — 0
_—— —

—0 —0

Daher ¢, — a (n — o).
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2.6 Rechenregeln Il
(a) Sei I ein Intervall, f: 1 — R lipschitzstetig, a, € I (n € N), a € I. Dann gilt

an —a (n—o00) = f(an) — f(a) (n— o0)

[ lim a, ezist. und liegt in I = lim f(a,) = f( lim ay) ]
n—oo

n—oo n—oo
(b) an >0 (neN), a, —a, k€N, k> 2. Dann

Yan, — ¥a (n — o)

[ lim ¥a, = ¥/ lim a, }

Bemerkung: 1. Mit dem spéter zu behauptenden Begriff der Stetigkeit bedeutet (a):
Jede lipschitzstetige Funktion ist stetig.

2. (b) enthilt die Aussage, dass die k-te Wurzelfunktion auf Ry U {0}
stetig ist.

Beweis: (a) a, — _a  (n — o0). Dann

el

‘f(an)_f(a)} <Lla,—a|—0 (n— o0)
—_——
—0 (n—o0)

Somit f(a,) — f(a) (n — o0).
(b) 1. Fall: a > 0. Sei ¢ := §al.
an — a (n — a). Dann gibt es ng € IN, so dass

an € Us(a) (n > ng)

woraus

an € [%a, gc] (n > no)
folgt.
Nach der Bemerkung zu Satz 2.10 ist die Funktion  — {/ fir > §
lipschitzstetig (weil a > 0), also insbesondere auch auf [Ja, 3¢|. Somit
folgt nach (a) &a, — ¥a (n — 00).
2. Fall: a = 0. Hier wird ,Epsilentik* benotigt.
Sei e >0, ap, — 0 (n — 00), ap, >0 (n € NN).
Zu der reellen Zahl ¥ > 0 existiert ng € IN, so dass

la, — 0] <€F  (n>mny)
an

Also {/a, <* (n>np)
d.h. |"€/an —0|<e (n>mng)
Somit /a, — 0 (n — 00).
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§ 2.

FOLGEN UND GRENZWERTE
Einige Grenzwerte

2.7 Einige Grenzwerte

(a) Sei k € N. Dann lim nik =0.

n—oo

(b) Sei k € N, k> 2. Dann lim %n:O.

n—oQ

(c) Seia € R, a>0. Dann lim Ya=1.

n—oo
(d) Es gilt: im Yn =1.
n—oo
(e) Seiqe R, |q| <1, k€ Ng. Dann

lim n*q" =0
n—oo

1
Bsp.: lim n?- on = 0

n—00 n

—0
Andere Beweismoglichkeit:
1

lim + =0= lim 4 = lim . lim
n n n—o0

n—oo n—oo n—oo

- lim =0

1,
-~

n—oo

k-mal

(b) % — 0 (n — 00). Nach 2.6b folgt ’\“/% — 0.

(c) 1. Fall: a > 1.
Dann

Also
Va—1

(n — o0)

2. Fall: 0 <a < 1. Dann é > 1, also nach dem 1. Fall

T\L/z—ﬂ (n — o)

Nach 2.5d folgt
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@ n=(1+wa-1)"=5 @ @a-0"=E)va-1)

>0 >0 >0
Daher

(¥-1)° < G = gy = 7

Somit
2
|/ —1] < /("n): /%: ~ =0 (n—0)
2 2 —~—
1 26b
[ n_1—>0 n — 00) —>O (n — o0) }

(e) k€ Ny, |g| < 1. Dann

Lo ! (1)n— ! <1+(1 1))n
lq] nk \ |q| nk lq]

binomischer

Satz
o1 n 1 ko
= > — -1 n>k+1
nkZ( Y1) =t () ez

Kehrwertbildung

auf beiden

Seiten

nk 1

= nFlg|" <

1 k+1)! 1
. E ) kY 0 (n—o0)
00D ()
-0 lal
G

Bemerkung: Oft sind wie im vorigen Beweis Umformungen notig, um einen Grenzwert
zu bestimmen, z.B.

_ (VAFI- VA (FT - V)
W_\/ﬁ_ vVn+1—+y/n
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2.8 Definition (Haufungspunkte einer Folge) Sei (a,)new eine Folge reeller Zahlen.
a heiffit Haufungspunkte der Folge, wenn gilt
Ves0 VngelN Tnsng @ lan —al <e

Mt Hilfe der e-Umgebung von a ldsst sich dquivalent schreiben:
a Haufungspunkt von (ap)nen <= In jeder e-Umgebung von a liegen
unendlich viele Folgenglieder

2.9 Folgerung Sei (ay)nen eine gegen a konvergierende Folge. Dann ist a der einzige
Héufungspunkt von (an)nen-

Beweis: a Grenzwert von (a,)new = In jeder e-Umgebung von a liegen fast alle ay,
[ Jfast alle“ = evtl. mit Ausnahme unendlich vieler

— In jeder e-Umgebung von a liegen unendlich viele a,,

= a Héaufungspunkt von (a,)nen.

Zeige: a ist der einzige Haufungspunkt

Sei @’ # a ein weiterer Haufungspunkt von (ay,)nen-

Setze & := £|a — d’|. Dann Us(a) N U(a') =0
x€U(a)NU(d) = |z —a|<e, |x—d|<e

[ Dann: = |a—d/| < |z —a|+]a—2'| < 2¢ —|a —d|
= 0<0

Da mit Ausnahme hochstens endlich vieler n alle a,, in Uz(a) liegen, kénnen in
U:(a’) hochstens endlich viele a,, liegen. Somit ist o’ kein Haufungspunkt von

(an)nelN-
Beispiel: (a) a, = (—1)" (n € IN) hat die Hiufungspunkte —1 und 1.

asgn, = (=) =1€U.(1) (neN, £>0)
a2n—1) = (1) '=-1€U,(-1) (neN, >0) ]

Weitere Hiufungspunkte existieren nicht. Sei @ € R\ {—1,1}.
Mit ¢ := $min(Ja — 1|, |a+1|) folgt 1 ¢ U-(a) und —1 ¢ U.(a) d.h. kein
ay, ist Element von U, (a). Somit ist a kein Haufungspunkt der Folge.

(b) an, =n (n € N) hat keinen Haufungspunkt.
Begriindung: Fiir festes a haben fast alle n Abstand > 1 von a. }
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2.10 Satz von Bolzano-WeierstralR (1. Fassung) Sei (an)nen eine beschrinkte
Folge reeller Zahlen, d. h.

EIM>0 Vne]N : ‘an’ < M
Dann besitzt (an)new mindestens einen Haufungspunkt.

Beweis: Idee: Bei jeder Unterteilung in zwei Teilintervalle gibt es mindestens eines, das
unendlich viele Folgeglieder beinhaltet.
Sei Iy := [-M, M] =: [Ap, By] enthélt unendlich viele (ndmlich alle) Glieder
der Folge (an)nen-

Rekursive Definition: Sei I,, = [A,, By] ein Intervall der Léange B02—nA07 das
unendlich viele Glieder der Folge (a,)nen beinhaltet
A, + B
C, = %
(A, Cy] falls in [A,,, Cy,] unendlich viele a,, liegen
Setze I, + 1 := _ ] _ )
[Ch, Br] falls in [A,,, Cy] nur endlich viele a,, liegen
Nach Konstruktion ist |I,,4+1| = @ = 3207;’?0 und es liegen unendlich viele a,,
~——
Lénge des
Intervalls

in In+1~

Dann bildet (I,)nen eine Intervallschachtelung und es gibt daher ein a € R
mit

N In = {a}.

n€lNg

Behauptung: a ist Hiufungspunkt von (ay)nen

Sei € > 0. Zeige: In U.(a) liegen unendlich viele Folgeglieder.
Dann gibt es ein n € IN, so dass |F}| < .

Wegen a € I, und |I,,| < ¢ folgt

I, C U(a).

[ x€ly, a€l,=|x—a|l <|I|<e= z€ULa) }

Da in I,, nach Konstruktion unendlich viele a,, liegen, liegen auch in U.(a)
unendlich viele a,,.
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2.11 Definition (Teilfolge) Sei (a,)nen eine Folge reeller Zahlen und ny < ng < ng <
. einer aufsteigenden Folge natirlicher Zahlen. Dann heifit (an, ) = (any, ny, Qg - - -)
eine Teilfolge von (an)nen-

Beispiele: (a) (L)ke]N und (ik)ke]N sind Teilfolgen von (%)

[ e |
(

(b) (ng + 1)ken ist Teilfolge von (an)nen

nelN’

[ np =k +1 }

2.12 Folgerung Sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen. Dann gilt

(a) (an)new — a (n — o0)

= Jede Teilfolge von (an)nen konvergiert gegen a.

(b) a ist ein Haufungspunkt von (an)neN

<= Es existiert (mindestens) eine Teilfolge von (an)nen, die gegen a konvergiert.

Beweis: (a) Sei (ap)nen mit a, — a (n — o0). Dann liegen in jeder e-Umgebung von
a fast alle ay, also auch fast alle a,, . Daher a,, — a (k — c0).
(b) ,,<=“ (an,)ren konvergiere gegen a.

Als Grenzwert von (ay, ke ist @ auch Haufungspunkt von (an, )ken,
daher liegen unendlich viele a,, in jeder e-Umgebung von a. Somit
liegen unendlich viele a,, in jeder e-Umgebung von a, d.h. a ist Hau-
fungspunkt von (an)nen-

»=—=" Sei a Haufungspunkt von (ay)nen. Setze ej, := %
In Ug, (a) liegen unendlich viele (a,)nen, insbesondere gibt es ein
ny € N mit a,, € U, (a).
In U,,(a) liegen ebenfalls unendlich viele (a,)nen, daher gibt es ein
ng € IN mit ng > ny und a,, € Ug,(a) usw.
Man erhilt auf diese Weise

ny<ng<ng<...

mit ap, € U, (a) (k€ IN).
Zeige ay, — a (k — 00).

Sei € > 0. Dann exist. kg € IN mit - S < e Also fiir k > kg

< <
_ £
k’O

El e

lan, —al <er =

Beispiel: (an)new — @ = (ak41)keNn — @, (Q2k)keN — @, (Agk)keN — a.
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2.13 Satz von Bolzano-Weierstrall (2. Fassung) Jede beschrinkte Folge enthilt
(mindestens) eine konvergierende Teilfolge.

Beweis: Folgt sofort aus 2.10 und 2.12b.

2.14 Definition (monotone Folge) Sei (ap)nenw eine Folge reeller Zahlen. Sie heifst

>
(a) (streng) monoton wachsend <= VpeN : Gpt1 > ap
(b) (streng) monoton fallend <= Vpen @ ant1 < ap
(<)

(c) (streng) monoton, wenn sie (streng) monoton wachsend oder (streng) monoton fal-
lend ist.

1

ﬁ)nE]N (

(n)nen (streng) monoton wachsend

Beispiele: ( streng) monoton fallend

(1)pen monoton

2.15 Satz (Konvergenz beschrénkter monotoner Folgen) Jede beschrinkte mono-
tone Folge ist konvergent.

Beweis: Ohne Einschréinkung der Allgemeinheit: (a,)nen beschréinkt und monoton wach-
send.

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf besitzt (ay,)nen mindestens einen Hau-
fungspunkt @ und eine gegen a,, konvergierende Teilfolge (an, )ren-

Zeige: ap, — a (n — 00)
Sei € > 0. Wegen a,, — a (k — 00) exist. kg € INg so dass
lan, —al <e (k> ko)
Behauptung: |a, —a| <e (n > ng)
Sei n > ng,. Dann gibt es k € IN, so dass n, <n < ngyq.
*)
an—a < apy,y —a < ap,, —al <e¢

n < ngii

(an)nenw monoton wachsend

a—ap < a—ap, <la—ap|<e

1

leSTL
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(an)nenw monoton wachsend

= lap, —a| < ¢
(fallende) (oben)

Bemerkung: (a) Da eine monoton wachsende Folge automatisch nach unten beschrankt

ist, kann 2.15 auch folgendermafen formuliert werden:
(unten) (fallende)

Jede nach oben beschrinkte monoton wachsende Folge ist konver-

gent.
(fallend) (unten)

(b) (@n)new monoton wachsend und oben beschrankt

=)
— a, < lim ag

k—o00

Beweis: (b) a:= klim ag, ap <apy1 (neN)
— 00

= ap, <a (k>n)
—~~

konstante
Folge bezgl. k

= lim a, < lim ay =a (ne€N)

k—o0 k—o0

an

2.16 Heronverfahren zur Berechnung der Quadratwurzel
Seia>0,x9>0, Tp11 = ;(:L’n—i-;rl) (n € INp)
Dann gilt

lim z, = v/a.
n—oo

Motivation des Verfahrens:
Sei x;, eine (gute) Ndherung an /a.
Ansatz: T,41 = T, + 6,, wobei J,, so gewihlt wird, dass (x, + 6,)? ~ a.

T2+ 22 - 0p+ 002 =a
—~—

wird vernachldssigt, da ziemlich klein
gegeniiber den anderen Termen

22+ 22,0, =a
2

. 6n:a—3:n
2xn,
a—:cn2
— xn—i—l:xn'i_(sn:mn"’_
2x,
+1a 1 1 +a
=z ————x, =[x —
"2, 27" 2\,
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Beweis: 1. Durch vollsténdige Induktion ergibt sich sofort =, > 0 (n € IN)

UA
2.z, = %(ggnﬂ 4 Inail) > a (n € WN), d.-h. (zy)nen ist nach unten
beschrankt.

3. Zeige (zy)nen ist monoton fallend

1 1 2
xn+1:2<xn+a> < 2<xn+$n> =z, (nelNy)

TIn

va<zn

nach 2.

4. Nach Satz 2.15 existiert lim x, und wegen x,, > +/a folgt lim z, >
n—oo n—oo
Vva> 0.

wnH:;(xn—i—&) (n € IN)
S~~~ ~—
- —x _,a

(n—00)
r=1zt+2) = 222 — 2=¢ = z=a
-2 T 2 T 2z - - '

[ Verallgemeinerung: a > 0, zg > 0,

Tnt1 = (k= 1)xy + 1 (n € No) konvergiert gegen /a.

2.17 Ungleichung von arithmetischem und geometrischem Mittel
Seien ai,...,a, > 0, n > 2. Dann gilt

1
Yai-as ... ap < E(al—l—ag—l—...—{—an),
wober Gleichheit genau dann eintritt, wenn

a] = a2 = ... = ap.

Beweis: (Cauchy) Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit aq,...,a, >0
Betrachte die Aussage A(n) <= /a1 ... an < L(a1 + ...+ ay)

1. Schritt: A(2) ist wahr nach UA 22a:

1
ajag < §(a1 + ag)

Gleichheit genau dann, wenn a; = as.
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2. Schritt: Vpen : A(n) = A(2n)

Q{L/al'ag‘...-agn:\/{L/an-...-an Yapy1 ... ay
a

b

A2)
< 3 < “ap+ {Yant1 - 2n>
7:
< ;(}1 ay + . +an)+}l(an+1+...+a2n)>
= (a1 +...Faz)
Gleichheit gilt genau dann, wenn /aj - = ?anpt1- ... ag, und
ap = = anp und ap41 = ...a2,, d.h. a1 = as = ... ao,.

3. Schritt: Vpew, n>4: A(n) = A(n —1)

’{/al-...-an,l~ﬁ(a1—|—...—|—an,1)
A(Q)l .
< o+ oA+ A(ar . A an—1))

(1+ﬁ)(a1+...+an+1)
= %(Cﬂ + ...+ CLn_l)

Gleichheit gilt genau dann, wenn a1 = ... = ap—1 = —g (a1 +... +an_1),
dh ai=ay=...=a,_1.

2.18 Folgerung Ein Produkt aus n positiven reellen Zahlen mit konstanter Summe ist
am grofiten, wenn alle Faktoren gleich sind.

Motivation der Exponentialfunktion

Ky (14 ) x Zinssatz, z.B. x = 0.03
-

angelegtes
Kapital
x x T\ 2 . .
K0<1 + 5) (1 + 5) = Kg(l + 5) 2 Zinstermine pro Jahr
T\ "
K0<1 + —) n Zinstermine pro Jahr
n
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2.19 Definition und Satz

n =1
(a) e:= lim (14 1) ewistiert und ist gleich lim . % { 0' ]

(b) Die Abbildung exp : R — R, exp(z) = lim (14 £)" ist wohl definiert und wird als

Ezponentialfunktion bezeichnet.
(¢) Vayazer : exp(z1 + x2) = exp(z1) - exp(za)

Beweis: (a) (1+ %)n ist (streng) monoton wachsend, denn:

1\n 2.18 1 \nt+l1
(1+3)" -1 < 1+ 737)
N e’ ————
n + 1 Faktoren mit der n + 1 Faktoren mit der Summe
Summen(l-&-%)-&-l:n—f—l (n+1)(1+$):n+2
n n
1\n 1
et =5 pE=1e 50
n —1)-..(n—k+1
=14+ kzz:l n(n )k!ngﬁn )
n 1 2 k—1
P (L )RR d %)
k=1 '
1\n & 1 w 1
A+3)" <1+ X w=2n ()
k=1 k=0
Wegen k! > 281 (k € IN) [UA 32a] folgt
n 1 n 1 n 1 n—1 1
H:1+EHSI+ZF:1+ZTI€
k=0 k=1 k=1 k=0
1-(3)" 1
=1+ % <147 =3 (%% %)

Also sind sowohl ((1+ %)”)ne]N als auch (> %)nEIN monoton wachsende

nach oben (durch 3) beschriinkte Folgen, daher existieren lim (1 + )"

n—oo

und lim Y % und es gilt nach (**) lim (1+1)" < lim 3 2.

() n

< Ya-(+
% n Noo1—L1y). (1 —k=L
0§ g - (14 3 Sk

il
o

—
=

- S AO-a-bu-2)..a-k)
1 fiir k=1

- Y ha--Ly - k)
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FOLGEN UND GRENZWERTE
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Exponentialfunktion
I RS =S T CEER
1 k(k—1
—1-la424. 41-1)=1-FD
i k(k—1
—1—(1-Ly. -kl <A ]
n n n—2
k(k—1
< Z%(Zn)zz(k—l%' 21n:21n' %
( ) 2 k=2 k=0

k=
< 2 -0 (n— o)

also lim (1 + %)n — lim i 1

(b) Fiir n > |z gilt 2 < 1, dh. 142 > 1 -2 50 Daher (1+1)"

= =) st
(streng) monoton wachsend, denn:

(L)1 < (L)

—_————

—_——
n + 1 Faktoren mit der Summe

n+)(A+55)=n+1+z

n + 1 Faktoren mit der
Summe n(1+ 7)+1=
n+x+l=n+1+=x

Daher ((1 + %)n> R monoton wachsend.
nelN, n>|x

= (h+z) <+ < @+

Wihle N € N
mit N > |z|

< (040" (i) Le

Bernoulli-
Ungleichung

—

Also ist (1 + %)ZEIN n> o] nach oben beschriankt. Daher existiert nach 2.15
lim (1+£)".

n—oo

(¢) Wir zeigen nachher nllrrgo(l +24 ) = nli_)rgo(l +4)" (z,y€R) (#)
n
(+5)" 0+ = ((+2)0+2
n
= (1+ 2424 0m)
#) . oidaa\ M

= lim (14 222)" — exp(z1 + 22)

n—oo
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Exponentialfunktion WS 05/06, Dr. Walter Spann
@ [0+ =) = |+ ) -+
n z\n—k k/n T\
= (B0 @ W) -0
n n—k k n n—k k
— x Y n z Y n
- B0 @ 0l S0 ) sl
< S(+R) R
et n—k | 1k n 2\ E [\ F
lzl lyl® (my _ 1 lz| )™ (n
< 2 (+R) ()@ -2+
k=0 T N——
|z]+]yl
Binom. Satz n
(b)
< %emﬂyl =0 (n — o00) (x,y fest)

Bemerkung: <1+ %)n i ( )Lk =14+ i ( *) (1_*!) (1—%) - ¥ 1isst vermuten,
dass exp(z) = lim i 77 gilt.

Das ist richtig und wird spéiter auf andere Weise bewiesen.
2.20 Folgerung
(a) exp(0) =1, exp(l) = e, exp(—2x) = expl(x) (x € R), exp(z) >0 (x € R)

(b) exp(m) =e™ (m € Z), exp(L) = /e (n€ N, n >2)

(c) x1 > x9 = exp(z1) > exp(x2) (1,22 € R)

(d) exp ist lipschitzstetig auf {x € R : xz < a} fir jedes a € R

(€) T — & — exp(en) — exp(2)

lim x, erist. = lim exp(z,) = exp( lim x,) ]
n—oo n—oo n—oo

(f) exp(R) =Ry (:={yeR:y>0})
Beweis: (a) exp(0) = hm ( + )" =1
exp(1l) = hm (1+ 7) =e

n—o0

1 =exp(0) = exp(xz + (—x)) 2doe exp(z) - exp(—z) (x € R)

(=
Also insbesondere exp(x) # 0 und es folgt exp(—x) = expl(x)
exp(z) = lim (1+%)" > 1 (z > 0)
nN—00 '\ /
>1fiirz>0

— exp(—z) = @ >0 (x>0)
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WS 05/06, Dr. Walter Spann Exponentialfunktion
(b) exp(n-z) =exp(x + ...+ ) 219 exp(z) - ... exp(x) =
n-mal n-mal

= (exp(az))n (n e NN)
exp(—n-z) =exp(n- (-z)) = (EXP(_x))n = (Wl(x))n -

soeben
bewiesen

exp(0-z) =exp(0)=1= (exp(a:))o
= exp(m - z) = (exp(z))" (n € Z)
r=1

m

exp(m) = exp(m - 1) = (exp(1))" =

(exp(%))n

3=

T

)

e =exp(l) = exp(n -

3

= {l/é:exp(%) (nelN, n>2)
z>0=(1+5">1+n-2=1+2>1

Bernoulli-
Ungleichung

x> a9 =121 —x2 >0 = exp(r; —x2) >1
—_—

soeben exp(z1)-exp(—x2)

bewiesen

1 > 1= exp(z1) > exp(x2)

oxp(a2)

= exp(x1) -

exp(z)—1
z

(d) Zeige zunéchst: <1(zx<0) (%)

1-(1+5)"

|z

1-(14n-2)

|z

< :—li—‘:l(:c<0,n>\:v|)

n> |zl = 5 >8> -1
Bernoulli-Ungleichung
Also durch Grenziibergang n — oc:

l_iﬁ’(‘r)g (z < 0)

Wegen exp(z) < exp(0) =1 (z < 0) folgt

1 — exp(x) 1 — exp(x)

0< <1 und somit ‘ <1 (z<0)

] z
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Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit 21 < 22 < a. Dann nach (x)

<1

exp(z; —x2) — 1
T — T2

<1

1
- exp(a1) - exp(za 1’

|1 — @2

C
‘exp(a:l) — exp(wg)‘ <exp(z2) - |1 — 22| < exp(a) - |x1 — 2

(e) &, — = (n — o0). Nach 2.2a ist (z,,)nen beschrinkt, insbesondere erst
a € R, so dass z,, < a (n € N). Auferdem z = lim z, < a. Nach (d) ist
n—oo
exp lipschitzstetig auf {x € R: x < a}.
Die Behauptung folgt dann aus 2.6(b).
(f) Zu zeigen: Fiir y > 0 exist. x € R, so dass exp(z) —y = 0.
1. Fall: y > 1. Betrachte g(z) :=exp(z) —y (v € R)
1
g(y) =exp(y) —y = (1+) —y=1>0
9(0) =exp(0) —y =1-y <0
Nach (d) ist g lipschitzstetig insbesondere auf [0, y], also exist. nach
dem Zwischenwertsatz (vorlaufige Fassung) ein x € R, so dass g(x) =
0, d.h. exp(z) —y = 0.
2. Fall: 0 <y < 1: Dann gilt % > 1 und nach dem 1. Fall existiert () € R,
1

so dass exp(z) = i, woraus exp(—2) = oo = v folgt. Mit z := —I

ergibt sich exp(z) = y.

Bemerkung: Wegen 2.20(b) und 2.19(c) schreiben wir exp(x) = €%, insbesondere e® = 1,

el =e, e = e%, eT1Te2 — 71 . g2

et = (e®)™ (m € 7).
r=3s€Z,telN
= V/e$ (Folgerung aus 2.20b
) \\C( gerung )

er:=

+lw

exp(

<

2.21 Satz und Definition

(a) Die Funktion R — Ry, x — exp(x) besitzt genau eine Umkehrfunktion.
(Bezeichnung: In : Ry — R natirlicher Logarithmus)
(b) em* =z (z>0), In(e”) =z (z € R)
In(z122) =Inxy + Inxo, ln% =Ilnz; —Inze (21,22 > 0)

Inz™=m-lnz (me€Z, x>0)

(c) 0 <z <xo=Inx; <lnzy
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(d) 1n ist lipschitzstetig auf {x € R : x > a} fir jede a > 0.
(e) zn, >0 (neN), z, =2 >0=Inz; — Inz (n — )

Beweis: (a) Die Funktion R — R4, = — exp(z) ist injektiv nach 2.20(d) und surjektiv
nach 2.20(f), also gibt es nach 0.19 genau eine Umkehrfunktion.

(b) Die ersten beiden Gleichungen folgen aus
W)=y >0, [f(fl®)) =2 (z€R)

[ exp(Iny) In(exp()) }

2.19¢
eln(zlwg) Inzy | elnaxg 1 elnzl—i—lnzg (1'1,1’2 > 0)

=x1-19)€
Aus der Injektivitit der Exponentialfunktion folgt
In(ziz2) =lnx; +Inze (21,22 > 0)

Analog:

mi @y eMn

elT — _ Inzi1—Inzo

To - elnzz

= 2t = Inzy —Inzy (21,22 > 0)

1)
Inz"=In(g-...-x) = mz+...+Inz=n-Inz (neNN, z>0)
n-mal T n-mal
soeben
bewiesen
—n 1 n n
ln(x ) =In—= Inl —Inz2"=-Inz"=-nlnz
x’ﬂ
0 wegen
exp(0) =1

ln(aco) =Inl1=0=0-Inz
= Inz" =m-Inz (m € Z).
(c) 0 <y < g = ¥t < ez
Annahme: Inz; > Inzo
%0(3 elnml > elnzg
S

x1 )

Daher: Inz1 < Inzs.
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(d) Zeige zunéchst: (;”1) <1l(y>1) (%)
Beweis: )"l > L=l — 1 (z > 0)

Bernoulli-
Ungleichung
Grenziibergang n — oc:

e —1

X

>1 (z>0)

et —1

X

—

'21 (x >0) (%)

©
Sei y > 1. Dann z :=1Iny Y1 = 0, d.h. aus (xx) folgt

Iny _
‘ 1'>1
Iny | —
-1, Iyl
[ Inyl ly —1]
Sei x1 > wg > a: Setze in (x) y := L > 1.
Dann
In £L
€T
ﬂ_Ql =1
T2
I 1
= [Inz; —Inag| < | = — 1| = — |21 — 22
3 |z2]
1
<~z — @
<~ a
xo>a>0

(e) analog zu 2.20(e)

Vorbemerkung: Es gilt fiir a > 0:

a™ = (e?)™ = (exp(lna))” = exp(mlna) = e™? (m € Z)

Va = {/exp(lna) = exp(L1na) = gnna

Yam = /exp(lna)™ = Y/exp(mlna) = exp(imlna) = en "¢ (m €
Z, n€N)

Fiir andere Exponenten x definieren wir deshalb

a® = etlne (reR)

,Exponentialfunktion zur Basis a“

62



Analysis I fiir Informatiker § 2. FOLGEN UND GRENZWERTE
WS 05/06, Dr. Walter Spann Natiirlicher Logarithmus

2.22 Satz Seia >0, b> 0. Dann gilt

(a) a*1t¥2 = g%1.q"2 (1,22 € R)
(a®)™ = g (x1,z2 € R)
(ab)® = a®b", (§)" =% (x € R)

(b) Seia > 1. Dann: x1 > x9 => a® > a"? (x1,22 € R)
Sei 0 < a < 1. Dann: x1 > x9 = a™ < a*? (r1,22 € R)
(c) Tp — = a" — a”
Sei ab jetzt a > 0 und a # 1

(d) Die Funktion R — Ry, x> a” besitzt genau eine Umkehrfunktion. (Bezeichnung:
log, « Logarithmus zur Basis a).

Es gilt:
Inx
log, x = e (x € R)

(e) log,(a®) = 1z (x€R), a®®=z (r>0)
log,(z122) = log, z1 + log, z2 (z1,72 > 0)
loga(%) = log, x1 —log, =2 (x1,22 > 0)
log,, (:n’fQ) = z9log, 1 (r1 >0, z2 € R)

(f) n, >0 (neN), z, » x> 0= log, z, — log,(x)

(9) ap, >0 (neN), a, — a, b, — b
= a,’ — ab.

Beweis: (a) aa:1+x2 _ 6(lna)~(x1—‘,-cz:2) — Tl Ina+zolna

2.19¢
e emllna z2lna _ a®l . gv2

-e
Restliche Aussage analog

(b) 1. Fall: a>1.Z.z. 1 < x2 = a™ < a™
1 2.2 ; ;
0<z <29 22! Ina x1 < Ina -xo :0>C elhadr o plnats
>0 >0 a®l a®2
2. Fall: 0<a<1:Z.z. 21 < 29 = a™* > a*2
a>1=>1 <1 Daher nach dem 1. Fall:
0<z <29 = (l>xl < (l)l‘z
——

a a

L < - (nach (a))

= a™? < a™ ‘
(¢) zp » = (Ina) -z, — (Ina) -z
2.20e elna~xn N elnwz
N~

a®n a®

l
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(d) Mit f1 : R— R, fi(z) =xlnaund fo: R — R4, fa(x) =¢€"

gilt a® = e:clna — efl(x) = f2(f1(;1;)) = (f2 o fl)(x)
Da f1 und fo jeweils bijektiv sind, ist nach 0.20 auch fo o f; bijektiv und
besitzt die Umkehrabbildung f; ! o fo L.

(@) =z, fi7l(z) = &
— — _ p-1 _ Y 1N _ Y
[ Wegen fi(z) =y zlna=y xz=f (y)x_m f (y)_m }

= Die Umkehrabbildung log, (z) exist. und es gilt log,(z) = fi ' (f2 ' (z)) =
fl_l(lnx) __Inx

~ Ina

[ fi(z) = zlna ist bijektiv, weil a £ 1, d.h. Ina # 0 }

(e) log, a® =z (z € R), a'%8® = 2 (x > 0)
ist klar nach den Eigenschaften der Umkehrfunktion (vgl. 2.21b)
In(z172) Inzp+Inze  Inzy  Inaz

1 = = —
084 (7122) Ina Ina Ina Ina

= log, z1+log, z2

Restliche Aussagen analog (evtl. UA)

(f) a:n>0(ne]N),xn—>a:>02£>elnxn—>lna:

a#l Inxy, _ Inz
Ina Ina
~—— ~~

log, Tn log,

(g) ap>0(neN),a>0,a,—a=—Ina, — Ina
b, — b, also nach 2.5¢ (Inay)b, — (Ina)b

2.1 ée e(lnan)bn _ e(lna)b
N—— N —

anbn ab
Bemerkung: 1. Neben log,(z) = Inz werden noch haufig
ld(x) := logy(z) ,Logrithmus dualis*
und
lg(x) := log;o(x) wZehnerlogarithmus®

benutzt.

Diese sind jeweils konstante Vielfache des natiirlichen Logarithmus
nach 2.22d.
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2. Ohne die Voraussetzung a > 0 kann 2.22(g) falsch sein:

1 1
an_%abn_ﬁ

g1 1 1
anb"— 27:§—>§ (7’L—>OO)

an — 0, b, — 0, anb"#oozzl

Um das Wachstumsverhalten der Exponentialfunktion und des Lo-
garithmus allgemein zu formulieren, benotigen wir den Begriff der
bestimmten Divergenz gegen 400 bzw. —oo.

2.23 Definition FEine Folge (a,,)new reeller Zahlen heifit bestimmt divergent gegen +oo
(bzw. —c0), wenn

V>0 IngeN Vn>ng : an > K (ap, < —K)

Schreibweise:
apn — 00 (bzw. ap, — —0)
lim a, =00 (bzw. lim a, = —o0)
n—oo n—oo

Bemerkung: Statt ,bestimmt divergent gegen +oo* spricht man oft auch von ,(unei-
gentlich) konvergent gegen 400

Beispiele: Sei k € IN
an =nF — 0o (n — o0)
an = —(nF) — —oco (n — o0)
an, = (—1)"n divergent, aber nicht bestimmt divergent

Bemerkung: a >0, a, - 0= i — 00

Beweis: Sei K > 0, z.z. es gibt ng € IN, so dass a,, > K (n > ny).

Wihe zu ¢ := % ein ng € IN, so dass

1
an=0 lan, — 0] < 17 (n > ngp)

G
(Das ist moglich wegen a, — 0 (n — 00))
Also i > K (n > ng).

Entsprechend zeigt man

an <0 (neN), a, -0 = - — -0
ap — OO = ——=0
Ay, — —00 —
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2.24 Satz
(a) Seia>1, 3> 0. Dann gilt

1 P
r, >0 (neN), z, = 00= ——a"™ — 00 = — — 0
B a®n
x l‘ﬁ
Spdter schreiben wir hierfir: lim 3 = bzw. lim — =0
T—00 T r—o00 qF

(b) Seia>1, € Ng. Dann gilt

k Tn

Ty — —00 = Ty -a’™ — 0

Spiter: lim zF.-a* =0 }

Tr——00

(c) Seia > 1. Dann gilt

Tp — 00 = log, x, — 00

Spdter: lim log, z = oo
rT—00

(d) Seia > 1. Dann gilt
xn >0, , — 0=1log,(x,) = —o0

Spdter: liH(l) log,(z) = —c0 ]
€Tr—

(e) Seia>1, 3>0. Dann gilt
T, >0 (neN), z, — 0= log,(z,) z,° =0

Spiter: lim 2% Inz = 0
z—0

(f) Seia>1, 3> 0. Dann gilt

Tp — OO0 — 7loga(§n) —
L,

Spdter: lim M

T—00 ;pﬁ

=0
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Bemerkung: Auf die Formulierung entsprechender Aussagen fiir 0 < a < 1 wird verzich-
tet, weil sie sich leicht iiber die Berechnungen a® = (1)™" und log,(z) =

—log 1 (x) gewinnen lassen.

Beweis: Wegen a® = ¢*™¢ und Ina > 0 (wg. @ > 1) reicht es, alle Aussagen nur fiir
a = e zu beweisen.

(a) z.z.: B3>0, z, — 00 = ;:7; — 00
Wihle festes kK € IN mit k£ > 3.

Fiir x > 1 gilt dann zk > :Uﬂ, also

k+1 kt1
e e (L4 eh) T _ @
B = ok = ok =k (k + 1)k+1
Tn, Tn
Ty — 00 = g D — 00 =% —5 =00
< LM (@>1)
= e tlzlk < |%(k + DL (2 >1)

Ersetze x durch — x. Dann erhélt man
e xff < L(k+DEL (2 < -1)

= e

Also x, — —oo folgt e* - |x,|F — 0

2.4(a
:(>) era,k — 0.

(¢) z.z.: xp — 00 = Inx, — o0,
d.h. zu K > 0 gibt es ng € N, so dass

Inz, > K (n>mng)
Sei K > 0. Dann gibt es ng € IN, so dass
o

Tn > e (n>ng) (wg. x5, — 00)

Nach 2.21c¢ folgt

Inz, >mnef =K (n>ng).
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(d) zz:zp,>0(neN), z, 0= Inz, > —c

Ty, — 00, Tp >0 = L >0, L -0

g ln(xi) — 00

n

—Inx
— Inx, — —o0.

(e) z.z.:xp >0, 2, =0, 3>0= 2,°Inx, — 0
[nach (f)]: Wende (f) auf ﬁ an.

(f) z.z.: >0, xn—>oo:>1£—xg—>0

£5>0
Ty — 00 —> ﬁlnxnﬁoogy%—ﬂ)
e n
(C) Yn
d.h.
Blnz, GInx, >0 Inx,
eflnzy - 0= xnP - xnP 0

Bemerkung: Die Grenzwertsitze 2.5 und 2.6 wurden unter der Voraussetzung a,, — a,
b, — b mit a,b € R (d.h. a,b # 400, —00) bewiesen.

Sie gelten fiir a € {—00,00} und b € {—00, 00} nur eingeschrénkt.

Gelegentlich wird eine Erweiterung R := R U {00, —00} von R betrachtet.

2.25 Rechenregeln in R Fir a,b € R und die Operatoren +, —, -,/ gelten die bisher
bekannten Regeln. Hierzu kommen:

a+oco=00+a=00+00=00 (a€R)

a+(—00)=—0+a=—-00+(—x)=-00 (a€R)
- R

a-00=00-a=00"00=(—00)(—00)=o00(a€R,a>0)

a-00=00-a=(—00) 00=00-(—00)=—00(a € R,a>0)
R - (a € R,a #0)

o0 —00

—oo < a< oo
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Diese Rechenregeln sind dadurch motiviert, dass entsprechende Aussagen fiir konvergente
bzw. bestimmt divergente Folgen gelten, z.B.

anp — a, by -0 — ap+b, — 0

anp — a, by -0 — by, +a, — 0

ap — o0, by, 200 = a,+b, >

Nicht definiert sind dagegen z. B.

00
o0 —o00, 000, —,
00

weil sich leicht Beispiele bestimmen lassen, die unterschiedliche Ergebnisse liefern:

n 0 — 0
ap=n, bp<2n = a,—b,=4¢ —n — —00
n n
2 2 — +oo
1 1 —1
_ [ — 1 _ 1
ap=mn, by =977 = an-bp=1¢~ — 0
ﬁ vn — 00

Nicht definiert wurde g fiir a # 0, weil 0 = —0 gilt und z. B. die Definition % = oo bei
Giiltigkeit von <% = —% den Widerspruch co = % = }0 = —% = —oo nach sich ziehen
wiirde.

Wir werden von den Rechenregeln 2.25 keinen Gebrauch machen, sondern uns die ent-
sprechende Aussagen jeweils bei Bedarf iiberlegen.

Die Rechenregeln 2.25 wurden vorgestellt, weil die heute gebréduchliche Gleitpunktarith-
metik (IEEE-754) mit einer Abweichung eine Annitherung an R darstellt. Die Abweichung

besteht darin, dass zwischen +0 und —0 unterschieden wird. Damit wird definiert

a 00 fiir a > 0 a —00 fir a >0
+0 —00 fira<0 0 +o0 fiira <0
(Besonderheiten:

Im Gleitpunktstandard wird +0 = —0 fiir Vergleiche festgelegt, ebenso /+0 := 40,
v—0:= -0 usw.)

Schreibweisen: Sei a € R:

(—o0,00) = R

(—o0,a] = {x€R:z<a} unbeschrinktes, abgeschlossenes Intervall
(—00,a) = {z€R:2<a} unbeschrénkte offene Intervalle

[a, 00) = {zeR:z>a}

(a, 00) .= {x €R:xz>a} unberschrinktes, abgeschlossenes Intervall
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2.26 Definition (Cauchyfolge) Eine Folge (an)nen reeller Zahlen heifit Cauchyfolge,
wenn

Ves0INeNYnm>N & |an — am| < €

2.27 Satz (Cauchykriterium fiir Folgen) Sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen. Dann
gilt

(an)nen konvergiert <= (an)new Cauchyfolge

Beweis: ,,=“ Sei a, — a und ¢ > 0.
Zur positiven Zahl § gibt es ein N € IN, so dass

€
|an—a]<§ (n>N)

Also gilt auch
€

= (m>N)

lam — a| <
Daher

€ €
|am—an|§|am—a]—|—|an—a]<§—|—§:€ (m,n > N)

»<= Sei (an)nen Cauchyfolge und € > 0.

1. Zeige: (ap)nen ist beschrinkt
Es gibt N € IN, so dass

lan —am| <e (m,n>N)

Insbesondere: |a, —an| < €, daher |a,| < |ay|+ |an, —an| < |an|+¢€
2. Somit existiert nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl eine konver-
gente Teilfolge (an, )rew von (an)nen.

a:= kl:n()lo n,,
Somit gibt es zu € > 0 ein ky € IN, so dass
€
an, —al < 5 (k> ko)

Insbesondere gibt es ein £ € IN mit ny, > N, so dass

@, —al < (35)
Dann
(), (xx) ¢ €
lan — al < lap — an,| + |an, —a| < §+§:8 (n>N)
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Bemerkung: 1. Der Nachweis der Konvergenz iiber das Cauchykriterium hat den
Vorteil, dass der Folgengrenzwert nicht bekannt sein muss.

2. Aquivalenz zum Vollstindigkeitsaxiom (V1) ist die Forderung, dass
jede Cauchyfolge in Rkonvergiert.
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§ 3. Reihen

3.1 Definition Sei (ag)rew eine Folge reeller Zahlen. Die Folge (Sp)new mit 8, =

n o0
>~ ap heifit unendliche Reihe und wird mit _ ap bezeichnet. Konvergiert die Folge
k=1

= k=1
00

(Sn)nen, so wird ihr Grenzwert ebenfalls mit . ay, bezeichnet.
k=1

o0 n n
[ > ay steht sowohl fiir <Z ak> als auch fir lim Y aj, wenn dieser Grenzwert
nelN

k=1 k=1 N0 k=1
ezistiert.
o0
Bemerkung: Jede Folge (zy,)nen ldsst sich auch als Reihe > aj schreiben, némlich
k=1

ay :=x1, agy1 = Tpy1 — g (K € ).

Beispiele: (a) Y ¢*:
k=1

NgE

_ k41
qk =1 1q,q (q 7é 1)

(n — oo) falls |q] < 1,

W

n =

k=0

-

Sp —

—_

—q
[e.e]

d.-h. Y ¢" = 1 falls g < 1
k=0

(o)
3 ¢F ist divergent fiir |¢| > 1
k=1

b 3 1
() 3 e

S = ) k(/<;1+1) > <li o Ichrl>

— i
i
1

1—ni1—>1(n—>oo) , also
2 KGR
= 1
© 2=
k=1

n
Nach 2.19(a) gilt s, = > & — e (n — 00),
k=0

o0
also folgt Y 4 =e.
k=0

S
(18

%: yharmonische Reihe*

k=1
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Diese Reihe ist divergent wegen

on L 277,71 . on L
s;m = D p= X pt X g
k=1 k=1 k=2on—141
27’L
- 8271,71 + Z %
k=2n—141
2 1 1 1
= 52n—1 + Z on [2” = 2n_ + Qn_ ]
k=2n—141
= Son-1 + 2n_1 . 2% = Son-1 + %
1
S90 = §1 = Z%zl.
k=1
Daher konvergiert die Teilfolge (san)pen nicht (bestimmte Divergenz

gegen +00).

3.2 Satz Seien > ay und > by konvergente Reihen, sei X € R. Dann sind die Reihen
k=1 k=1

o0 o0
> (ag + bi) und > Aay konvergent und es gilt
k=1 k=1

Z(ak +bk) = Zak + Zbk
= k=1 k=1

k=1

i)\ak :)\iak
k=1 k=1

[ (a1 +as+az+..)+(br+bo+...)=a;+b+as+bs+...

Beweis:

n n n

Sap + D> by = > (ag+by) (neNN)
k=1 k=1 k=1

n—oo n—oo

o0 o0

> a > b

k=1 k=1

Also

n

D ar+b) = > ap+ Y by (n— o)
=1 k=l

k=1

Analog: > Aax =X D ag
k=1 k=1
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Bemerkung: Es gilt im Allgemeinen nicht
o0 (0.9) o0
Z ak, Z by, konvergent — Z aby, konvergent
k=1 k=1 k=1
Gegenbeispiel: Nach dem noch zu besprechenden Leibnizkriterium kon-

vergiert »_ (—l)k%, aber 3 (=1)*L (—1)*L divergent (Bsp. (d) nach
k=1 k=1

vk vk
1
k
3.1)
3.3 Satz (Cauchykriterium fiir Reihen) Sei Y ai eine unendliche reihe. Dann gilt
k=1
Zak konv. <= Ves0dNYp>m>n - Z ap| < €
k=1 k=m

Beweis: Das folgt direkt aus dem Cauchykriterium 2.27 fiir Folgen, denn:
n m—1 n
DL BT
k=1 k=1 k=m

Bemerkung: Das Konvergenzverhalten einer Reihe dndert sich nicht, wenn endlich viele
Glieder abgedndert werden.

(Wahlt man ein Cauchykriterium N grofer als der Index aller geénderten

n
Glieder, so tretenin ) ay fiir n > m > N keine gednderten Glieder mehr

k=m
auf.)
3.4 Folgerung
Z ay, konvergent = aj, — 0 (k — 00)
k=1

Beweis: Aus dem Cauchykriterium 3.3 folgt mit m = n unmittelbar

vE>OE|N€Ian2N : |an| <g,
d.h. lim a, =0.

n—oo

Bemerkung: Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht:
1 = 1
7 0 (k — o0), aber ; z divergiert.

Beispiel: Y (—1)* divergiert, weil (—1)* 4 0.
k=1
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3.5 Satz Sei Y aj eine Reihe mit ai, > 0 (k € IN).
k=1
Dann gilt

Z ay beschrankt (d. h. <Z ak> beschrankt) < Z ay konvergiert
k=1 k=1 nelN k=1

n
Beweis: s, := > aj ist wegen a; > 0 eine monoton wachsende Folge.
k=1

,—" ergibt sich dann sofort aus 2.15.

,<=" erhélt man aus 2.2(a)

[e.°] o0
3.6 Definition und Satz FEine Reihe Y. a heifit absolut konvergent, wenn > |ag|
k=1 k=1

konvergiert. In diesem Fall ist sie auch konvergent, und es gilt

o0

>

k=1

[e.9]

<D lal

k=1

[e.e]
Beweis: Sei ¢ > 0. Da ) aj konvergent, gibt es nach dem Cauchykriterium 3.3 ein
k=1
N € NN, so dass

n
> lak| <.
k=m

Somit

n

D a

k=m

n
< an| <e
k=m

o0
Also ist nach dem Cauchykriterium 3.3 > aj konvergent.
k=1

n—oo J{TLHOO
[e.°] [e.°]
S = 3
k=1 k=1
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§ 3. REIHEN
Majorantenkriterium
o0
3.7 Majorantenkriterium Sei Y ¢ eine konvergente Reihe mit ¢, > 0 (k € IN) und
k=1

oo
> ay eine Reihe mit |ag| < ¢ (k € IN).

k=1
o0
Dann ist >, ay, absolut konvergent, und es gilt

k=1
oo o0
D larl <>
k=1 k=1

n n o0 o0
Beweis: > |ai| < Y ck. Da Y ¢ konvergent, ist > ¢ nach 3.5 beschrénkt. Also ist
k=1 k=1 k=1 k=1
[ee) [e.e]
> |ag| beschrankt und nach 3.5 konvergent. Damit ist ) aj absolut konver-
k=1

k=1
gent und es gilt

n n n
Sal £ Ylal £ Ya
k=1

k=1
n—00

n—oo
o0
> Ck
k=1

=

[e.e]
L ist konvergent fiir m € IN, m > 2.

Beispiel: i

0<im < < gzp keNk>2)

[e.°] o0
Aus der Konvergenz von m ( => m> [ Bsp. (b) nach 3.1] folgt die
k=2 k=1
oo oo
Konvergenz von Y. 7 und damit die Konvergenz von > 7 (m > 2,m € IN)
k=2 k=1

Beweis:

3.8 Quotientenkriterium Sei Y aj eine Reihe mit ay # 0 (k € N). Dann gilt
k=1

(a) (EIqGIR:O<q<1/\‘a’;—:1| < q fiir fast allekE]N)

[e.e]
= > a absolut konvergent.
k=1

(0) (1% = 1 fiir fast alle k € )

oo
= > a divergent
k=1
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Beweis: (a) ohne Einschrinkung der Allgemeinheit: "”;—:W < g <1 (keN), weil das
Abéndern endlich vieler Folgeglieder das Konvergenzverhalten der Reihe
nicht dndert.

Somit |ax| < qlag_1| < Plar_o| < ... < ¢ Yay| (k € N).

o0
Da > ¢! |a1| konvergent ist (gem. Reihe mit |q| < 1 und 3.2), konver-
k=1

[e.e]
giert > ap nach dem Majorantenkriterium.
k=1
(b) ohne Einschrankung der Allgemeinheit: a(’;% 1 (k € IN), also |ag| >
‘ak,ﬂ Z 2 ‘aﬂ 7& 0.
o0
Somit ist (ag)ren keine Nullfolge und daher ) aj nach 3.4 divergent.
k=1

3.9 Satz (Exponentialreihe) Die Reihe %;7 ist fir x € R absolut konvergent und
k=0
es gilt

[ee)

Z% (r eR)

k=0

Beweis: Die Behauptung ist klar fiir x = 0.

Sei x # 0.
okt k2|x]
(k+1)! x || l ||
= = < 1 keN, k>
] —

Also konvergiert Z If nach dem Quotientenkriterium absolut.
k=

n k n
> - (1+3)
k=0

analog zum
Beweis von

n

S a(1-0-1)..0-5)

k=2

2.19(a)
n UA 18 n
- ! n n - k! 2n
k=2 k=2
2 M ik—2 2 MN=2
T || _ =l ||
RPN (= il r—0 (n—o0)
k=2 k=0
R,_/
<oo weil Z —, absolut konvergent
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Yo (1)

l

& e’ (2.19(a))

— 0 (n — o0).

Bemerkung: 1. Das Quotientenkriterium ist lediglich hinreichend, aber nicht notwen-
dig fiir die Konvergenz einer Reihe:

oo 1
1 1
g = konvergent, aber G o (k — o0)
k=1

1
k2

2. Das Quotientenkriterium hat den Nachteil, dass fast alle a; # 0 sein
miissen.

[&.°]

3.10 Wurzelkriterium Sei Y ay eine Reihe. Dann gilt
k=1

(a) (3ger :0< g <1:{/|ax| < q fiir fast alle k)

= Z ay, absolut konvergent
k=1

() (¥/ax| > 1 fiir unendlich viele k)

o0
— Z ay, divergent
k=1

Beweis: (a) Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit: {/|ai| < ¢ < 1 (k € IN) Daher
o0

lar| < ¢ und somit ist > aj konvergent nach dem Majorantenkriterium.
k=1

(b) {/]ag| > 1 fiir unendlich viele k, also |ax| > 1 fiir unendlich viele &, und

daher ist (ag)rew keine Nullfolge (weil sie eine Teilfolge beinhaltet, die
nicht gegen 0 konvergiert).

o0
Also ist ) aj nach 3.4 divergent.
k=1

Bemerkung: 1. Ist das Quotientenkriterium erfiillt, dann auch das Wurzelkriterium:

o0
> ay erfiillt das Quotientenkriterium fiir alle k£ € IN
k=1

= |ag| < qlag_1] < ... < ¢ Hai|

k
:>k’ak’:k/q|qa1|:q k\%\ ~g<1
——

—1 (k—o0)

78



Analysis I fiir Informatiker § 3. REIHEN
WS 05/06, Dr. Walter Spann Leibnizkriterium

Also gibt es zu jedem € > 0 ein kg € IN, so dass

Vlag| < qg+e (k> ko)

Man kann € so klein wihlen, dass ¢ +e <1 (z.B. e = %)

2. Es gibt Reihen, die nach dem Wurzelkriterium, aber nicht nach dem
Quotientenkriterium konvergieren: ¢%>+¢'+¢*+¢>+¢°+¢° konvergiert
nach dem Wurzelkriterium, aber nicht nach dem Quotientenkriteri-

um.
- Xk
Beispiel: ) 7; konvergiert nach dem Wurzelkriterium (direkter Nachweis)
k=0
k
. 1 fz| 1
- I A
k

[ k:—iﬂé(na(thA) }

also gibt es ein ¢ < 1, so dass

k

k!

" < g < 1 fiir fast alle k.

3.11 Leibnizkriterium Sei (ax)ren, eine monoton fallende Nullfolge (also insbeson-

dere aj, > 0 (k € Ng)). Dann konvergiert die Reihe Y (—1)*ay.
k=0

n
Beweis: Sp = Z(—l)kak
k=0

Sn42 — Sp = (_1)71—1—2 ap+2 + (_1)n+1 Gp41 =

~(-1 (=)

<0 n gerade
:—1"a+2—a+1: B
(=1) (\—n — ) >0 n ungerade
<0 wg. (an)nen, mon. fallend

also (s2p)nen, monoton fallend und (s25,41)nenN, monoton wachsend.

Sont1 — s2n = (=1)*" agni1 <0 (n € No) (*)
—

-1 >0
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Behauptung: Die Intervalle I,, := [s2y,+1, S25] bilden eine Intervallschachtelung.

(%)
® s9p 1 < Sopg1 < Sop < Sop—9

I

(52n+1)neN, (52n)nen,
mon. wachsend mon. fallend

daher I,_1 = [S2n—1, S2n—2] D [S2n+1, S2n] = In

o |I,|] = s2,— Sopnt1 = —(S2nt+1 — S2n)
= —((-1)"" agnt1) = agns1 — 0 (n — 00)

-1

Nach dem Vollsténdigkeitsaxiom gibt es s € [ I,,.
nelNg

sel, = sop41 <5< s9 (HG]N())
SN—— ~~

mon. wachs. mon. fall.
=  lim sop11 < s < lim s9p
n—oo n—~o0

Aus lim (s, — S2n+1) = 0 ergibt sich
—_————

n—oo

[ 1]
lim sop41 = lim sg, = s
n—oo n—oo

Daraus folgt lim s, = s.
n—oo
Letzteres, weil in jeder e-Umgebung von s fast alle Glieder von
(S2n+1)nen, und fast alle Glieder von (s2p)nen, liegen. Somit auch fast

alle Glieder von (Sp)nen,- ]

o0 n
Bemerkung: (a) Es gilt: [s — s, = | Y. (=1)*ar — 3. (—1)*ax| < ani1
k=0 k=0

Beweis: 1. Fall: n gerade, d.h. n =2m

s€ Iy (weillse () I)
= kENg
=[$2m+1,52m]

—|s—s < |I,| = |[(=1)2t1g =a
| 2m ’ > ‘ n‘ ‘( ) 2m+1’ 2m—+1
Sn An41
2. Fall: n ungerade, d.h.n=2m —1
se€ly, = [32m+17 82m] C [52m—1) SQm]

(s2k+1)keN
mon. wachsend

= |s — som—1| < |S2m — S2m—1 = [(—1)
~——

Sn An+1
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o0
(b) Die Konvergenzaussage des Leibnizkriteriums gilt fiir jede Reihe ) by,
k=ko

fiirdie bg-bri1 <0 (k>ko) ,alternierend”
|be| > |be+1] (k> ko) ,Betridge der Reihenglieder mon. fallend“
b, — 0 (k — o0) ,Reihenglieder bilden Nullfolge*

erfiillt ist.

[&.8]
Beispiele: (a) > (—1)*-L konvergiert nach dem Leibnizkriterium, aber nicht absolut

k=1 z
: k1 1
[ weil |(—1) W’ >z ]
S~ (DM g 111 : e
(b) > ~—%— =1-5+3—7+... konvergiert nach dem Leibnizkriterium,
k=1

aber nicht absolut.

[e.°]
(c) > COF 3+ % — % + ... (= 7 spiter) konvergiert nach dem

Leibnizkriterium, aber nicht absolut.

o0
3.12 Umordnungssatz Sei Y ai eine absolute konvergente Reihe, o : N — IN eine
k=1

bijektive Abbildung. Dann ist auch Z ag(k) absolut konvergent und es gilt

k=1
(o) o
D= o)
k=1 k=1
Beweis: 1. Sei zunéchst ap > 0 (k € IN). Weil o injektiv ist, sind o1, .. ., 0, paarweise

verschieden und es folgt

n max(o1,...,0n) 0o
Sans 3w S (<o
k=1 /=1 /=1

~——

=3 ag

k=1

o0
Daher ist ) a,() absolut konvergent und es ergibt sich
k=1

Z Ug(k) < Z ay
k=1

k=1

o0

Derselbe Schluss ldsst sich auch auf die Reihe ) a, () und die Umordnung
k=1

o~ :IN — N anwenden:

Zaa 1 k) Z

k= 1_,_/ k=1

ag
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Bemerkung:

Also: E ag(k) = kzl Qg

2. Der allgemeine Fall wird durch die Zerlegung

1 1
ap = 5(‘6%‘ + ak) — i(fak’ — ak)

b Ck
auf 1. zuriickgefiihrt.

o oo
Wegen by, > 0,¢, > 0 und by < |ag|,cx < |ag| sind > by und > ¢

k=1 k=1
absolut konvergent und es gilt nach 1.

D boty =D bk > oty =Dk
k=1 k=1 k=1 k=1

Da Z b (k)s Z Cq(k) konvergente Reihen sind, gilt das nach 3.2 auch fiir

kzl (bo(k) + Co(r)) und Z (by Co(k))-
= _,_/ %,_/
lag (k)] Ao (k)

o0 o0 o
Somit ist ) a, k) absolut konvergent und ) agry = > (ba(k) —cg(k)) =
k=1 =1 k=

(b — i) =
1 k=1

—_

M8 _
(]38

ag

o0 oo 1 o0 oo
> boky = 22 Coti) ZE - > =
=1 =1 =1 =1

k

Fiir nicht absolut konvergente Reihen gilt der Umordnungssatz im allge-
meinen nicht.

Nach Riemann gilt sogar folgende Aussage: Jede konvergente, aber nicht
absolut konvergente Reihe kann so umgeordnet werden, dass sie gegen eine
beliebig vorgegebene Zahl konvergiert.

3.13 Satz (Cauchyprodukt) Seien Y ap, . by absolut konvergente Reihen.

k=0 k=0

k
Fir k € N sei ¢, := Z a;bp_; = agby, + a1bp_1 + ...+ arbg.
1=0

[e.e]
Dann ist > ¢ absolut konvergent und es gilt

k=0

(Y

k=0

J(E) e
Z aibg_;

=0

[ Merkregel: ZQZ Zb —Z Z a;b; }

k=0 ¢,5>0
i+j=k
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Beweis: Idee: Betrachte
ao'bo ao-b1 CL()'bQ
al-bo al-bl al'bg
aQ'bo az'bl ag'bg

Bilde daraus die Hilfsfolge (d¢)sen, = (do, d1,ds, .. .)

do | d3 |ds |- | dmsr2—1
dq dsy dr :

dy ds dg

an dn2+1

o0
Wir zeigen, dass > dy absolut konvergiert:

=0
(n+1)2-1
> Ide!—ZZIszI—Zlazl Zlb I"HOOZIGZI Z!bl
/=0 =0 7=0

o0
Also konvergiert Y dy und es gilt
=0

(n+1)2

SIS SIS 90 9
=0

=0 5=0
n n
= lim < E ai> ( bj)
n—00
=0 7=0
n n 00 oo
= lim E a,j-lim E bjzg ai-g bj
n—00 n—00
=0 7=0 1=0 7=0

o0
Wir betrachten folgende Umordnung der Reihe ) dy, die sich durch den Durch-
)4

lauf durch das obige Tableau entlang der eingezeichneten Linien ergibt:

do(0) do(2) do (5) da(<n+1>2<n+z) )
/ / /

dy(1) dg(4)
/!

dy(3) /!
/!

d n(n
(")
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d.h.o(0)=0, 0(1) =1, 0(2) =3, 0(3) =4, 0(4) =2, 0(5) =8, ...
Nach dem Umordnungsgesetz gilt

(n+1)(n+2)
{ntint2) g

Sde=Y dog=tm Y oy —,g;n;oz(zazbk )

=0 =0 =0

Bemerkung: Auch beim Cauchy-Produkt kann auf die Voraussetzung absolute Konver-
genz im allgemeinen nicht verzichtet werden:

nach dem
Leibnizkrit.

k i ( 1)k—i

=D (=
Z Vitl J(k—i)+1

k k
> S PR -
i+1)+(k—i+1
10\/z+1\/k:72+1T par R GEORRC )
Ungl. von
arithm.-geom.
Mittel
A k+1
= =2 2 (k—o0
i k+2 k+2 ( )

o0
Wegen ¢j, /4 0 kann ) nicht konvergent sein.
k=0

2+ (r € R) und

3.14 Additionstheorem Fiir die Funktionen sin(z) := . 2k+1k
k=0

cos(z) := > ((_2]3? 2% (z € R) gilt

(a) sin(—x) = —sin(z), cos(—z) =cosz (z € R)
(b) sin(x +y) =sinz -cosy +cosx -siny (z,y € R)

(c) cos(x+y) =cosz-cosy —sinz -siny (x,y € R)
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(d) sin?(x) +cos?(x) =1 (z € R)
(e) sinz —siny = 2cos Z¥ - sin 3¢ (z,y € R)
(f) cosz —cosy = —2sin =Y . sin ¥ (z,y € R)

Beweis: Beide Reihen sind absolut konvergent fiir € R, dann:

> (_1)kx2k+1 i ’x‘2k+1 i ‘:U’E ]
—_— = _— < _— ex
| |
| (2k+1)! = 2k+1)! T =
(—1)k a2k

Entsprechend fiir Z‘ (%),

-1

. (—1)k(—g)2k+1 X (=1)k(—1)2k+T g2k+1
(a) sin(—z) = Z (2k+1 2 k41!
1 k 2k+1
Z = 2)k+1 = —sin(z)

cos(—a:) = cos(z) analog.

(b) sinz-cosy+cosz -siny
[e.@] o o0
_1)k 2k+1 _1)ky2k (_1 kak (_1)ky2k+l

= (CDFE S ) '
= kgo (2k+1)! kgo k) +k§0 (Qk)l ’;0 R

oo k N . .
i 1 Q. 22+1 (71)’6 i 2(k 1) ( 1 i 22 1)k71y2(k71)+1
N kz()z;) 2z+1 T (2(k— Z Z T E=)+D)!
Cauchy-
Produkt 5
S (—1)k.g2i+1y2k+1— (2i4+1) — 1)k g2iy2ht1-20
= kzozo @i+l 2k+1 2i+D)! Z Z 21)' 2k+1 2i)!
? Vv V
a2;+1k az; ke
o0 k [e.°] 2]€+1 o0 Qk‘-‘rl _1\kig (2k+1)—i
= S (Tawt Do) - £ % - £ % SRt
k=0 \i=0 0 k=0 i=0 k=0 i=0 ’ ’
o0 2k+1
_ (=" (2k+1)! 2%+1)—i
= ];O 2k+1)! 20 i!(2k+1—i)!x1y( )=
_ o= 2 okt1y i k) 2%h+1
= kz—:() 2k+1)' ;} (7 )a'y Z_: (2k+1)1(1‘+y)
Binom. Satz
= sin(z +y)
(c) Analog.
(d) Nach (c) cos(0) = cos(z — x) = cosx - cos(—z) — sin(z) - sin(—x) ®

1
cosx -cosx —sinx - (—sinz) = cos? z +sin’ x
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(e) Aus (b) folgt:
sin(u +v) = sinu-cosv+ cosu -sinw
sin(u —v) = sinu-cos(—v) + cosu - sin(—wv)
= sinu-cosv — cosusinv

= sin(u +v) —sin(u —v) =2cosu-sinv (u,v € R)

Sei z,y € R. Mit u := 22, v := L2 folgt u+v = z und u—v = y, somit

sin(z) — sin(y) = 2 cos i ;— Y sin

(f) UA
Um die Periodizitdt der trigonometrischen Funktionen zu beweisen, benotigen wir den
Teil (a) von
3.15 Hilfssatz

(a) Die Funktionen sin und cos sind auf beschrankten Intervallen lipschitzstetig.

(b) (wn)nE]N — 0, x, 7é 0 (Tl S IN)
sin Zp, 1 cos(zy) — 1
o, 2m) T

; —0

Tn Tn

Hierfiir schreiben wir spiter: lim B2 =1, lim 2=l — ]
n—oo X x

n—o0

z#0 z#0

3.16 Satz und Definition Die Funktion cos hat genau eine Nullstelle im Intervall
[0,2] (Bezeichnung: 5 ). Damit gilt:

T T
— =0, in— =1
cos 3 sin
s1(z) so(z)
/—’HB =~
Beweis: 1. Zeige: x — % <sinz < z (2 €0,2])
Die Betriage der Reihenglieder (—l)k% sind monoton fallend fiir z €
[0, 2] und konvergieren gegen 0 fiir k& — oo.
[ Denn:
L2k+3
(_1)k+l(2k+3)! _ 22 kzo 2 xe[<0,2] 2
(1) éiﬁlﬂ (2k+3)-(2k+2) = 6 = 3
klim 'M = 0, weil die Sinusreihe konvergiert.
—00 °
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Die Einschliefung s;(x) < sin(x) < so(z) (z € [0,2]) folgt dann aus dem
Beweis des Leibnitzkriteriums.
noch zu zeigen: sin(xz) >0 (z €]0,2])

3

T
sin(z) > x 5 T (1

2. Zeige: 1—%2 <cosz < 1—%2—#% (x €10,2])
Beweis analog durch Betrachtung der Reihe von

o0 . l‘Qk
cosz — 1= kz_l(—l) k)

[ Betrachtung der Reihe cosz — 1 an der Stelle von cos x, weil bei der

letzteren nicht 1 > ’(_12# (x €0,2]) gilt.

3. Zeige: cos ist streng monoton fallend in [0, 2], also insbesondere injektiv.
Nach 3.14f gilt fiir 0 <z < 29 <2
r1 + X2 s T1— Ta

cosx] —Ccosxry = —2s8in > sin 5
3.14f
. T1+x . Tr1— T2 1
= 2-81n122-31n122>0
~—— ~——
€(0,2] €(0,2]

Aus 3. ergibt sich, dass cos in [0, 2] hochstens eine Nullstelle besitzt.

4. Zeige: cos besitzt in [0, 2] mindestens eine Nullstelle.
cos ist nach dem Hilfssatz 3.15a lipschitzstetig auf [0, 2],
22 24 2 1

2,
cos0=1, cos2<1 2!+4! 1 2+3 3<0

Die Behauptung folgt aus dem Zwischenwertsatz.
Aus 3. und 4. ergibt sich cos § = 0.

5. Zeige: sin g =1
Nach 3.14d gilt

. 2T 2 T
sin“—=1—-—cos*“— =1
2 2
~——
0

Nach 1. ist sin72 > 0, weil § € [0, 2], also folgt sin § = 1.
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3.17 Folgerung
(a) sin(x + 27) = sin(z), cos(z + 27) = cos(x) (x € R)
(b) sin(z + 1) = —sin(z), cos(z + 1) = — cos(z) (z € R)
(¢) sin(Z — z) = cos(x), cos(% — ) = sin(z) (v € R)

(d) {reR: sine=0} = {k-7: keZ}
{reR: cosz=0} = {(k+3)r: keZ}

3.14b
Beweis: (c) sin(§ — z) =sin(§ + (—x)) 349 sin & - cos(—x) 4 cos § - sin(—x)

1 cosx 0 —sinx
=cosz (z € R)
cos(5 — ) = cos(5 + (—x)) = cos § - cos(—x) —sin § - sin(—z)
—— —— M N——
0 cos T 1 —sinx
=sinz (z € R)
(b) Setze in (¢) z = 7:
cosm =sin(5 — ) =sin(-%) = —sin(%) 10
sinm = cos(§ — ) =cos(—%5) =cos(5) =0
sin(z +7) =sinz - cosl7r+cosm : sn;w = —sinz (x € R)
cos(z + ) = cosx - cos17r—s1nx . sn;w = —cosz (x € R)
: o ® ®) :
(a) sin(z+27) = sin(z+7+7) = —sin(z+7) = —(—sin(z))
= sinz (r € R)
g (b) (b)
cos(z+2m) = sin(z+m+7m) = —cos(z+7m) = —(— cos(z))

= cosz (z€R)
(d) Nach 3.16 gilt sin(x) > 0 fiir 0 < 2 < §, weil § < 2.

Daher cos(z) © sin(3 —a) =—sin(z - %) <0 (5 <z <m).
Somit hat cos in [0, 7] nur die Nullstelle 7.

Aus (b) folgt dann die Nullstellenaussage von (d) fiir cos. Wegen sin(z) =
cos(% — x) = cos(xz — §) dann hieraus auch fiir sin.

Potenzreihen

Sei (ax)ren, eine Folge reeller Zahlen. Unter einer Potenzreihe verstehen wir die Reihe

Zakxk (x € R).
k=0
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Beispiel: a; = % LExponentialreihe*
0 fiir k = 2¢ (¢ € Ny) . .
ap = E 1 . ,Sinusreihe
ar, = 1 ygeometrische Reihe*

Wihrend die ersten beiden Reihen fiir alle # € R absolut konvergieren, konvergiert die
geometrische Reihe nur fiir |z| < 1 (absolut).

Ziel ist die Herleitung einer Formel, die nur die Koeffizienten aj, enthilt und das Konver-
genzverhalten der Potenzreihe beschreibt.

Hierfiir benotigen wir den Begriff des groften und kleinsten Haufungspunkts einer be-
schrankten Folge, dessen Existenz sich ergibt aus dem

3.18 Satz von Bolzano-WeierstraB (3. Fassung) Jede beschrinkte Folge (ay)ren
besitzt einen kleinsten und einen gréfiten Hdufungspunkt.

(Bezeichnung: lim inf ay, LHlimes inferior”
k—o0
lim sup ay, Hlimes superior®)
k—oo

Fiir alle € > 0 gilt: Fast alle ay liegen im Intervall

]liminf ar — €, limsup ag + 5[
k—o0 k—o00

Beweis: Eine genauere Betrachtung des Beweises der ersten Fassung des Satzes von
Bolzano-Weierstrafs (2.10) zeigt, dass der bei der dort gewahlten Intervall-
schachtelung I, = [Ay, Bn] (n € INp) nur endlich viele Folgenglieder kleiner
als A, sind.

(Das liegt daran, dass bei jeder Intervallschachtelung das rechte Teilintervall
nur dann gewahlt wird, wenn vom linken Teilintervall nur endlich viele ay, lie-
gen. Dadurch kommen in jedem Halbierungsschritt hochstens endlich viele ay
hinzu, die kleiner als die neue untere Teilintervallgrenze sind.

Anfénglich liegen iiberhaupt keine Folgenglieder auferhalb von Ij.)

Die Folge (Ap)nen ist wegen I,41 € I, (n € INg) monoton wachsend und
konvergiert gegen a € () I, (vgl. Beweis zu 2.10)
I€Ng

a ist Hiufungspunkt von (ax)ren, (siche Beweis zu 2.10)
Annahme: a — ¢ ist Haufungspunkt von (ay)ken,

Da in jeder Umgebung von a — € unendlich viele aj, liegen, gibt es unendlich

viele a; mit ap < a— 5

£

Wegen A, — a (n — o) gibt es n € N, so dass A, > a — §
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Nach Konstruktion gilt a; < A,, aber nur fiir hdchstens endlich viele k. Wider-
spruch!
Also ist a der kleinste Haufungspunkt von (ax)ken,-

Mit derselben Argumentation folgt auch, dass nur fiir hdchstens endlich viele k
ar < a — € gelten kann.

Eine naheliegende Abdnderung der Intervallschachtelung liefert entsprechend
lim sup.

Beispiel: aj, = cos 5k + (—1)F 4 (=)
Wegen |ag| < |cos §k[+1+ 1 < 3 ist (ax)rew eine beschrénkte Folge.
~———

<1

liminfay, = —2 limsupag = 2
k—oo k—00

Denn: agy, = cos 2wk + (—1)%% + L6k 9 (k>
o 2r ( 1) (=2) ( )
Also ist 2 Haufungspunkt von (ay)ken-

Wegen ay < 1+1+ (—3)% <24 (3)" sind fast alle aj, < 2+ ¢ fiir jedes € > 0.
Daher kann es keinen Haufungspunkt > 2 geben.

Also limsup ap = 2. }

k—oo

3.19 Rechenregeln (Auswahl) Seien (ax)kew und (bg)ken beschrinkte Folgen. Dann
gilt:
limsup(ag +b;) < limsupar + limsup by

( ) k—o0 k—o0 k—o00
liminf(ag +bx) > liminfar 4 liminf by
k—o00 k—o00 k—o0

(b) a, >0, by >0 (ke N) =

limsup(agby) < limsupag - limsup b,
k—00 k—oo k—o0
liminf(agby) > liminfa; - liminf by
k—o00 k—o00 k—o0
limsup(—ax) = —liminfay
(c) k—o0 k—oo
liminf(—ag) = —limsupag
k—o0 k—o0

Falls (ag)ren oder (by)kew konvergiert, dann gilt in (a) und (b) sogar Gleichheit.

Beweis: (a) Tutorium.
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(b) 1. Aussage: UA
2. Aussage: Wiihle eine Teilfolge (ag; bk, )jen von (agbk)ken, so dass ay; by, —
lign inf (agby)
Durch evtl. weiter Teilfolgenbildungen kénnen wir ohne Einschrénkung

der Allgemeinheit annehmen, dass auch (ag, )jen und (bg, ) jew konvergie-
ren.

Somit: lim inf(agbg) = lim ag by, = lim ay, - lim by, > liminf ay - lim inf by,
k—o00 j—oo 1 j—oo 7 j—oo 7 k—00 k—00
—_— ~——

H.P. von H.P. von kleinster kleinster
(ap)ken  (bk)ken H.P. von H.P. von
>0 >0 (ak)ken (bk)ken
——
>0 >0

Gleichheitsaussage:
Sei (bg)kew — b (K — 00)
1.Fall: b = 0. Wegen (ai)rew beschriankt, folgt agby — 0 (K — o0), also
lign inf(agby) = klim (arb) = 0= likm infag -0 = likm inf ay, - klim by,
1.Fall b> 0.
Bereits bewiesen ist
lign inf(agbg) > 1i’§n inf ay, - klim b, (#)
fiir alle Folgen (ax)ren beschrinkt und ap > 0 (k € IN) und by — b
k>ko
mit b, > 0 (k € IN).
~——
k>ko B
Nach (#) auf ay = apbg und by, = é (k > ko) (Wg. klim by, > 0 ist
br, > 0 fiir fast alle k)

likr:n inf(agby) > likm inf ay, - klim b,

d.h.
. . .1
liminf a > liminf(agby) - lim —
k—oo k—oo k—oo O
1
also
lim ay - lim b > liminf(aby) (##)
k—o0 k—o0 k—o0

Aus (#) und (##) folgt die Behauptung.
(c) ahnlich wie (a) und (b)
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3.20 Hilfssatz Sei (ag)ren eine beschrinkte Folge, a € R.
Dann gilt:

(a) limsup ay < a <= Jycq, men © ax < a' (k> ko)

k—o00

(b) ligninfak >a = Jyrcq, pen: ax < a” (k> kp)
— 00

Beweis: ,,—* Setze ¢ : %(a — limsupay) > 0. Nach 3.18 gilt fiir fast alle ay

k—oo

ap < limsupay +¢ =:d

k—oo

erfiillt

a' =limsupa +¢ < limsupag + 2 = a

k—oo k—o0

»e=" Sei (ay,)jen eine Teilfolge von (ay)ren mit aj, — limsup a.

k—o0

Wegen ay; < a’ folgt limsup ay = lim ag; < a < a.

k—oo J—00

Im Zusammenhang mit Potenzreihen ist folgende Formulierung der Quotienten- und Wur-
zelkriteriums niitzlich. Dabei ist aber zu beachten, dass die Divergenzaussagen schwécher
sind als in den Sétzen 3.8 und 3.10.

3.21 Folgerung Sei >~ ay eine Reihe. Dann gilt:
k=0

(a) ap#0 (k€ Np), limsup|®

<l = Z ay, konvergiert absolut

k—oo ka
ar # 0 (k € Ny), 1i]§n inf ak“‘ >1 = Z ay divergiert
o0 k=0

(b) limsup {/|ag| <1 = Z ay, konvergiert absolut

k—o0
limsup {/|ag| >1 = Z ay, divergiert
k—o0

Beweis: Die Konvergenzaussagen folgen sofort aus 3.20 und 3.8 bzw. 3.10 mit a := 1,
q:=ad.
Ebenso liefert 3.20, dass im Fall ligninfrl’;—zl‘ > 1 fast alle }a’;—zl‘ > 1 sind.
— 00
Somit Divergenz nach 3.8(b).

Falls lim sup {/|ag| > 1 ist, liegen in jeder e-Umgebung dieses Haufungspunkts
k—oo

unendlich viele ag. Somit gilt fiir unendlich viele k {/|ax| > 1. Daher Divergenz
der Reihe nach 3.10b.
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3.22 Satz von Cauchy-Hadamard Sei 5 apz” eine Potenzreihe. Dann gibt es R €

k=0
oo
[0, 00] (Bezeichnung: Konvergenzradius), so dass > apx® fiir |x| < R absolut konvergiert
k=0
und fir |x| > R divergiert. Es gilt
0 falls ({“/!akl)kem unbeschrankt
R= W falls ({/ ]akl)kem beschrinkt ist und lizrisolip VNag| >0
00 falls ({/ |ak|)k€]N beschrankt ist und limsup ¥/|ag| =0
k—o0
Merkregel: Setzt man in diesem Zusammenhang % = 00, é := 0 und definiert wie
iiblich lim sup by, = oo, falls es eine Teilfolge (b, )jew mit bx; — oo (j — 00)

k—o00

gibt, so ergibt sich

1

R=— —
lim sup {/|a|

k—o0

Beweis: 1. Fall: ({/]a|), beschrinkt

o0
Sei z # 0. Nach 3.21b folgt > agz” konvergiert absolut, falls lim sup &/|azz*| <
k=0 k—o0

1, d.h. |z| - limsup §/|ax| < 1.
k—o00

[e.°]

3 apa® divergiert, falls limsup ¢/|agz*| > 1, d.h. || -limsup {/]az| > 1.
k=0 k—oo k—o0
. . 1
Somit absolut Konv. fiir |z| < ——
Diverge o] > koo falls limsup ¢/|ax| >
vergenz t lim sup W k—oo
k—oo

0
Aufserdem absolute Konvergenz fiir alle x € R, falls lim sup {/|ax| =0

k—o0

2. Fall: ({/ |ak|)k€]N unbeschrankt. Sei x # 0.
Dann ist auch ({/|agz*]), cn unbeschrénkt, also fiir fast alle £ > 1. Somit

o0
Divergenz von Y axz® nach 3.10b.
k=0

Bemerkung: Die gleiche Argumentation ldsst sich mit dem Quotientenkriterium 3.21a
anwenden, wenn lim sup| 4 | = lim inf| “+L
k—o00 k k—oo | Uk

. a . .
, d.h. lim ‘ﬂ‘ existiert.
k—oo! @k
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Man erhélt dann folgende Formel fiir den Konvergenzradius (wieder mit
1 1
0= 00 55 = 0):

ar 70 (k € No), | Tt

\e ] = R=
lim

k—oo

Ak+1

[e.°]
3.23 Satz Sei Y apa® eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R € [0, 00]. Dann gilt

k=0
(a) Die Funktion f: (—R,R) — R, f(z) = 3. apa® ist fiir jedes r € (0, R) auf [-r,7]
k=0
lipschitzstetig.

(b) x1#0,$n—>0:>%;f(0)—>a1 (n — o0)

Hierfiir schreiben wir spdter }Eiir(l) w =a ]
z#0

Beweis: (a) Seien z,y € [—r,7], wobei r € (0, R) fest gewihlt sei. Dann

gemoetrische
Summenformel

£ !—‘Z“W —Z“ky ‘_ akx byt = :

0 k-1 e’} k—1
Z ( k1=t z) —y ‘ Z(ak k1=t z) |x—y|
k=0 =0 k=0 =0
fe'e) k—1 A A
(Zrakr > laf ) ol
= =0
‘\ylwz > k-l o %
< () el = el e
=0 rk—1 k=0
1
- <7“Z’ak’k'rk> [z -yl
k=0
L

lim sup {/|ag|k — hm sup( Vi -/ ]a] )

k—oo
—1 (k—o0)
3.19b
= lim Vk-limsup &/|ag|
k—oo k—o00
~——
Gleichheits- 1
aussage
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o0 o
Also hat die Potenzreihe Y kagz* denselben Konvergenzradius wie Y azpz*.
k=0 k=0
o0
Somit gilt > klag|r* < oo, weil r < R.
k=0
e &)= = K
(b) z#0: z = = =32 apx” =Y aprt T = ) agx
k=1 k=1 k=0
o0 o0
Die Reihen Y apz® und 3 ajyq - 2F konvergieren entweder beide oder

k=1 =
divergieren ungleich fiir  # 0. Da sich diese Konvergenzverhalten nicht
o

o0
durch Hinzufiigen eines Terms fndert, haben Y aj,12* und 3 agz”* den

. k=0 k=0
selben Konvergenzradius.

oo
Damit ist nach (a) die Funktion = +— > aj12* lipschitzstetig in [—r, 7],

k=0
falls r < R.
Somit folgt

T o 0 o o
Tp — 0,2, #0 W = Zakﬂl‘nk — Zak+10k =a
n k=0 k=0

Tn—1

. . sinz cos Tn—1 e
Folgerungen: z, # 0: ,, — 0, ®#» — 1, €= — 0, £2— —1 (n — 00)

) 3 2P

81n$:m—§+5...:an:1
2zt

cosw:1—§+ﬁ...:>a1:0

eI:1+x+%+...:>a1:1
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§ 4. Stetige Funktionen

Sei im folgenden stets ) # D C R

4.1 Definition (Grenzwert von Funktionen) Sei f: D — R eine Funktion, zo €
[—00, +00] (nicht notwendig: zog € D), yo € [—00, +00]
Dann

(a) lim f(x) = yo < fir jede Folge (xy)neny mit x, € D und x, — xq gilt f(xo0) — Yo
T—T0
(Ezistenz einer Folge (zy)neN, Tn € D, xn — x9 (n — 00) wird vorausgesetzt.)

(b) zlirgl() f(zyn) = yo &= wie (a) mit der Zusatzforderung x, > xo (n € IN)

x>xQ

Alternative Schreibweisen: lim f(z), lm f(x), lim f(z)
T—x0+ r—x0+0 T>x0

Analog werden xlggo f(x) und mlLrgl() f(x) definiert.

z<z() z#0
Beispiel: (a) lim &z = ¥a (a >0,k € IN) [vgl. 2.6D]
r—00
0 firg>0
. 8 _ . _
(b) ill)% x 1 firg=0 [folgt aus 2.21|
[=efn2] oo flir <0
(c) lim Inz = —oo
#>0
-1
(d) Tim sinz L cosx _0
z—0 x€X z—0 €T
z#0 z#0
(e) lim il =1, lim J=l =-1
z—0 z—0
230 N’ <0 N’
1 -1

Bemerkung: lim1 v/ ist nicht definiert, weil der Definitionsbereich der Wurzelfunktion
T——

[0; o] ist und es keine Folge (2, )nen gibt, mit , > 0 und x,, —» —1 (n —

4.2 Definition (Stetigkeit) Sei f: D — R eine Funktion, a € D. f heifit stetig in
a, wenn lim f(z) = f(a).

f st stetig (in D), wenn f in jedem Punkt von D stetig ist.

Bemerkung: lipschitzstetige Funktionen sind stetig.
Beispiele fiir stetige Funktionen: exp: R — R, In: (0,00) — R, /-~ : [0,00) — R,

Potenzreihen mit Konvergenzradius R > 0 sind in (—R, R) stetig, insbeson-
dere sin: R — R, cos: R — R.
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Betrachte man zu f,g: D — R, die Funktionen

f£g9:D—R,(f£g)(x) = f(z) £g(x) (v € D)
frg :D—=R(fg)(x) = f(z) g(z) (x€D)
L :DH]R,%()—%@ED)

—{zeD:g(r)#0)

o

g

4.3 Satz Seien f,g : D — R stetig in a € D. Dann sind auch f + g, f-g und falls
g(z) #0 g jeweils stetig in a.

Beweis: p Polynom, ¢ Polynom (nicht Nullpolynom)
= % stetig in jedem a € R, fiir das g(z) # 0 ist.

Anders ausgedriickt: Rationale Funktionen (= Quotienten von Polynomen)
sind stetig in ihrem Definitionsbereich.

4.4 Satz (Verkniipfung stetiger Funktionen) Sei f: D — R, g: F — R, f(D) C E.
f sei stetig in a € D und g sei stetig in f(a). Dann ist die Funktion go f: D — R, x +—
g(f(ac)) stetig in a.

f stetig in a

Beispiele: ez, €D (nelN),z, —a f(zn) — f(a) also f(x,) € E (n
€E
). f(za) — fla) """ E2 T g(f(2n) = a(f(0)).
e f.g:D — R stetig, |f|,|g|, max(f, g), min(f, g) stetig

|-|: R — R ist stetig, also nach 4.4

1 = I-lof stetig

max(f,g) = f—2&-g + \f;g\ stetig }

4.5 Zwischenwertsatz Satz 1.18 bleibe auch richtig, wenn man dort lipschitzstetig
durch stetig ersetzt.

Beweis: 1. Teil: Im Beweis zu 1.18 wurden ohne Verwendung der Lipschitzstetigkeit
unter den Voraussetzungen f(a) < 0, f(b) > 0 eine Intervallschachtelung
I, = [an, by (n € N) konstruiert mit f(a,) <0, f(b,) > 0.

Daraus folgte dann, dass genau ein x [ I,, existiert.
nelN

2. Teil: zu zeigen: f(z) =0
xe I, (neWN),|L,|=b,—a,—0,
—

E[anybn]
= a, — T,b, >
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4.6 Folgerung Sei f : [a,b] — R stetig, yo € R eine Zahl zwischen f(a) und f(b)
Dann existiert ein xo € [a,b] mit f(xo) = yo.
(Kurz ausgedrickt: f nimmt alle Werte zwischen f(a) und f(b) an)

Beweis: Wende 4.5 auf die Funktion g(x) = f(x) — yo an.

4.7 Satz (Umkehrung streng monoton stetiger Funktionen) Sei I :=[a,b],f:1 —
R streng monoton wachsend (bzw. fallend) und stetig.

Dann bildet f das Intervall Tauf J := [f(a), f(b)] (bzw. [f(D), f(a)]) bijektiv ab und die
Umkehrfunktion f~' : J — R ist ebenfalls streng monoton wachsend (bzw. fallend) und
stetig.

Bemerkung: 1. Statt f~! hiitte man genauer .o f~1 schreiben miissen,
wobei f:I—J, f(x)=f(x) (siche Beweis)
v I-R, o(z) =z

2. Auch unter der Voraussetzung f : I — R lipschitzstetig folgt die
Stetigkeit von f~!

(Bsp. f:[0,1] = R, f(z) =2?)
Beweis: o.E.d.A.: f streng monoton wachsend (Betrachte andernfalls — f)

e f ist injektiv, weil streng monoton wachsend
streng

monoton
wachsend

[ Sei 1 # zo. O.EdA. 21 < 29 = f(x1) < f(x2) = f(21) #

f(z2) ]
o f(I)=J:
velesa<z<b T2 fa) < fla) < f()
f(z) € [f(a), FO)] = J

Also f(I) C J.

Sei y € J. Dann f(a) < y < f(b). Nach der Folgerung 4.6 aus dem
Zwischenwertsatz existiert « € [a,b] mit f(z) = y.

Also J C f(I).
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e Somit ist f:1—J, f(z)= f(z) bijektiv und besitzt eine Umkehrfunk-
tion f~1:J — L.
Fiir die Abbildung to f~':J - R (v : I — R, = — z) schreiben wir
(etwas ungenau) 1.

o Zeige: f~1:J — R ist stetig.
Annahme: f~!:.J — R ist nicht stetig.
Dann: 3(yn)new,y € J 1 yn € J (0 € N),yn — 4, [ (ya) £ [7'(y)

,konvergiert
nicht*

Somit gibt es e > 0, so dass unendlich viele f~!(yy) nicht in U.(f~'(y))
liegen.
Somit gibt es eine Teilfolge (Y, )rew von (Yn)nen, so dass

| zn) = fH W) 26 (ke NN) (%)
Da f~1(yn,) € I = [a,b] gilt, ist (ffl(ynk))ke]N eine beschrankte Folge.

Also gibt es eine konvergente Teilfolge f _l(ynkj )jen, die gegen ein x €
konvergiert, d.h.

P W) — 2 (G — ) (54
Da f stetig ist, folgt
we, = F(F 7 W) — fla) (G — o) (% %)
Wegen y, — y (n — oo) folgt aus (x % *) y = f(z).

Andererseits ergibt sich aus (x) und (xx):

|7 ) = W) 2 (7 €N)
N

—x (j— o)
nach (xx)

=T

Somit 0 > e. Widerspruch zu € > 0!

Motivation fiir Supremum und Infimum einer Menge M C R

M :={x € R:0 <z < 1} hat kein Maximum (1 ¢ M?!), allerdings hat die Zahl 1 hier
eine besondere Bedeutung.

Sie ist nicht nur eine obere Schranke von M, sondern sogar die kleinste obere Schranke.
s € R heifit obere Schranke von M, wenn gilt:

Veoem :x <8

m € R heiftt Maximum von M, wenn gilt:

m ist obere Schranke von M und m € M. (Bez. m = maxM)
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4.8 Satz und Definition Jede nicht leere, nach oben (bzw. nach unten) beschrinkte
Teilmenge von R besitzt eine kleinste obere (bzw. grofite untere) Schranke.

Bezeichnung: sup M (bzw. inf M)
Beweis: Sei sy eine obere Schranke von M und xg € M. Wir bilden ausgehend von

Iy = [z0, so] eine Intervallschachtelung I,, = [z, s,] mit x,, € M und s, obere
Schranke von M:

[xn, Zoten], falls 2452 obere Schranke von M
I = .
ntl @ 5n] mit 41 € M und x,41 > I”JQFS”, falls
[nt1, sppa]| LD o0 @ keine obere Schranke von M ist.

Nach Konstruktion gilt I,,11 C I,, (n € N) und |Ip41| < 3|1,

Also gibt es ein s € R mit (] I, = {s}.
nelN

Auferdem gilt x,, — s (n — o0) und s, — s (n — 00)

Da s, obere Schranke von M gilt

r<s, (xeM)

und somit wegen s, — s (n — 00)
r<s (zeM),

d.h. s ist obere Schranke von M.
Noch zu zeigen: s ist kleinste obere Schranke von M.

Annahme: s ist nicht kleinste Schranke von M. Dann ist s — ¢ fiir ein € > 0
eine noch kleinere obere Schranke, d.h. insbesondere z, <s—¢ (n € IN)

Wegen x, — s folgt s < s — e. Widerspruch!

Bemerkung: s = sup M <= s obere Schranke von M und 3(zp)nen : zn € M (n €
N), z, — s (n — )

Bew. ,=—“ Bew. von 4.8
,<="Analog zu Bew. 4.9 ab Annahme

4.9 Satz Sei I ein abgeschlossenes, beschrinktes Intervall, f : I — R stetig. Dann ist
f beschrankt und nimmt thr Maximum und Minimum an,
d.h. es gibt z €l mit f(z)=sup{f(x):xze€l}

xel mit f(x)=inf{f(z):xz eI}
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Beweis: Zeige nur die Existenz des Maximums von f:

1. Zeige: f ist nach oben beschrinkt, d.h. {f(x) : = € I} ist nach oben
beschréankt.

[ dmeR:Veel: f(z)<m }

Falls das nicht zutrifft, dann gibt es eine Folge (zp)new mit f(z1) —
oo (n — o00).

Nach Bolzano-Weierstraf gibt es eine konvergente Teilfolge (25, )ren von
(Tn)nen:

z = lim z,,.
k—oo

Aus der Stetigkeit von f folgt f(zn,) — f(z) (K — oo) im Widerspruch
zu f(xp,) — oo.

2. Nach Satz 4.8 und 1. existiert sup{f(x):x € I}.

Entsprechend der Bemerkung nach 4.8 gibt es eine Folge — wieder mit
(zn)nen beschrankt — mit

f(zn) = sup{f(z) :x € I} (n — o)

Waihle eine konvergente Teilfolge (z,, )rcv aus und setze T := klim Ty -
—00

Dann f(z) = f(klim Tp,) = klim f(zn,) =sup{f(x):x €I}

4.10 Satz (e-d-Definition der Stetigkeit) f: D — R ist stetig in a € D genau dann,

wenn

Ve >030 > Wz eD:|z—a|<d=|f(z)— fla)] <e

=sup{[f(z) — f(a)| : |z — 2] < 6}
—_———
[ Anschauliche Vorstellung: diam(Us(a)) — 0 = diam f(Us(a)) — 0 ]

Durchmesser

[ Lipschitzstetigkeit = Stetigkeit in a:
Seie > 0. Mit § := % folgt
|t —a| <d=|f(x) — fla)| < Llx —a| < Ld=¢

101



§4. STETIGE FUNKTIONEN Analysis I fiir Informatiker
e-0-Definition der Stetigkeit WS 05/06, Dr. Walter Spann

Beweis: <= Die e-5-Bedingung sei erfiillt, d.h.
Ves03550Yeen [ —af <6 = [f(z) - fla)| <e
Zu zeigen: x, — a = f(z) — f(a), d.h.
Ve>03noenVnzno + | f(2) = fla)] <e

Sei (n)new — a und £ > 0. Wihle 6 > 0 nach der e-§-Bedingung. Dann
gibt es ng € IN, so dass

|z, —al < (n>ng) (wg. z, — a)
Aus der e-9-Definition folgt
[f(zn) = f(a)] <& (n = no)

,=—=" Die e-0-Bedingung sei nicht erfiillt.
Zu zeigen: 3, txp, € D (n € N),z, — a (n — 0), f(z,) #

fla) (n — o0)

nelN
Da e-9-Bedingung nicht erfiillt ist, gilt

Je>0Vs>0Teen t [z —al <IA|f(z) — fla)| = €
Mit § = L erhillt man jeweils ein z, € D mit |z, —a| < 2A|f(z,)—f(a)| >
€
Also: zp, — a (n — o0) A f(zy) 4 f(a) (n — o0)
Bemerkung: Vorteile des allgemeinen Stetigkeitsbegriffs:

e Folgen sind zur Definition nicht mehr notwendig

e Verfeinerungen wie z.B. gleichméfiger Stetigkeit konnen erklirt wer-
den (Analysis II)
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§ 5. Differentiation

5.1 Definition Sei f : D — R eine Funktion. f heifit in a € D differenzierbar, wenn
der Grenzwert

f’(a) -— lim f(CC) - f(a)
e x—a
r#a
existiert. (Bez.: Ableitung oder Differentialquotient von f in a.)
Vorausgesetzt wird dabei, dass es mindestens eine Folge (zy,)nen mit x, € D\{a} (n € IN)
und x, — a (n — o) gibt.

Bemerkung: (a) Ist f durch eine Zuordnung z — f(z) formelméfig gegeben, so wird
oft die Schreibweise

%(a) oder % - anstelle von f'(a)
benutzt.
[ z.B. di }
dx =2

(b) Der Differentialquotient kann auch in der Form

i fath) — f(a)
h—0 h
h#£0

geschrieben werden. (Dabei werden alle Folgen (hy,),en betrachtet,
mit h, # 0 und a + h,, € D (n € N), h,, — 0)
5.2 Einige Ableitungen
(a) f(z)=2" (x€R),neN, f'(r)=nz"""t (z€R)
(b) f(z)=c(r€R),ceR, f(z)=0(r€R)
(c) f(x)=¢€" (x€R), [f(z)=e"(zeR)
(d) f(x) =sin(z) (z € R), f'(x) =cos(z) (z € R)

(e) f(x)=cos(z) (x €R), f'(x)=—sin(z) (x €R)
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( f: (Z)hkxnfk)ixn

Beweis: (a) f/(z) = }Cin(l)mh)#:}}r% =
h;0 h;()
n
(g)hoan%(Ez (Z)hkzn_k)fx"
— ] k=1
= B
h#£0
n n
S oL o O i
o k=1 =120 e —

(?)x”—1+(g)x”—2h+...

= (Man ! = pahl

(b) f(x) = lim &

h—0 | ,
h#0
0
/ T esth—e® _ o zeh—1 _ =z 1; eh—1 _ &
(c¢) fi(x)= lim = lim e" 5= = e lim 5= = e (Bew. nach 3.23)
h#0 h#£0 h#£0
———

/ _ 1:. sin(z+h)—sin(z)
@ fla) = lim Sl 2
h+£0
— lim 2cos @sin%
h—0 h
h#£0
. & .
lim cos(z + 2) - lim # cos hetie cos(z) - 1 = cos(x)
h+£0 h#£0 2
}lin% % =1 (Bew. nach 3.23)
h0

(e) Analog zu (d)

Vor der Einfiihrung der Differentiationsregeln bendtigen wird noch eine andere Charak-
terisierung der Differenzierbarkeit

5.3 Satz Sei f: D — R eine Funktion, a € D. Dann gilt:
f differenzierbar in a <= Jo.er3r.p—r mit f(z) = f(a)+c-(x —a) +r(z) (z € D)

In diesem Fall ist c = f'(a).
—~—
Beweis: =% c¢:= f'(a),r(z) := f(z) — f(a) — f'(a) (x — a) (z € D)
Dann: ") — 71‘(1;)—5(@) — f'(a) (x € D,x # a)

—~

— iy 1 = (1 29100 ) — ') =0
r#a z#a
7'(a)
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r—a

r#a

77<:“ f(.’lf) = f(a) + C(JI - CL) + T(flf) (.T S D) mit lglill} r@@) — 0.

Dann:ch—i—@ (x € D,z #a)

a r—a
—0 (z—a,x#a)
— lim L@@ ¢, d.h. f differenzierbar in a mit f'(a) = ¢

T—a r—a

r#a

5.4 Satz Sei f: D — R eine Funktion, a € D. Dann gilt:

f differenzierbar in a = f stetig in a

Beweis: Nach 5.3 gilt: f(z) = f(a) + ¢(z — a) + r(x) mit lim @) — g (x € D).

r—a

z#a
= f(a) +c(z —a) + 22 . (z —q)

r—a

= lim f(z) = f(a) + ¢ lim(z — a) + lim 22 lim (¢ — a) = f(a)

r—
T#a T#a T#a r#a
——— N N——
0 0

[ Sei (2 )nen eine Folge mit x,, — a und sei € > 0 beliebig gewahlt.

Zeige: In U (f(a)) liegen fast alle f(zy).

1.F.: Nur endlich viele z,, # a: Dann sind fast alle z,, = a, d.h. f(z,) = f(z) €
U:(f(a)).
2.F.: Unendlich viele z,, # a. Bilde aus diesen die Teilfolge (xy, )ren.

Wegen lim f(x) = f(x) liegen fast alle f(xp,) in U-(f(a)).
T#a
Alle sonstigen f(zy) liegen wegen z,, = a ohnehin in U.(f(a)).

Bemerkung: Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht:

f(z) = |z| (z € R) ist stetig in 0, aber nicht differenzierbar in 0.

fl@) = f(0) m:{1 fiir 2 > 0

-1 firx <0

Beide Grenzwerte miissten iibereinstimmen, wenn f differenzierbar in 0
ware.
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5.5 Satz (Ableitungsregeln fiir arithmetische Operatoren) Seien f,g: D — R in
a € D differenzierbare Funktionen.
Dann sind auch f + g, f g und sofern g(a) # 0 auch 5 i a differenzierbar und es gilt:

(f+9)(a) = f(a)*g(a)
( ) (a) = f’/(a) ~g(a) + f(a)-¢'(a) (Produktregel)
( ) (a) _ Sl — (Quotientenregel)

(f£9)(@)=(f£9)(a) _ f(z)=f(a) | g(z)—g(a)

Beweis: pr—

—f(a)  —g'(a) (xeD,z#a)

U0 -(9)@ _ [ Sarole) (f@—F(@) -9@)+/ (@) (9()—g(a)

:f(xgz:i(a) ( Y +f(a) - M(I‘ED,(E#Q)
———
—f'(a) Hg(a) —g'(a) (z—a,x#a)

H@-()@ _ E8-18 _ r@)-s@-r@e _ @-@)s@—f(@ (o) -g()
)g(a) (z—a)g(z)g(a)
—f(a)+g'(a)

T—a Tz—a (z—a)g(z
o (x = a,z # a)

_ R @) f@) 2 poga
g(z)g(a)

Beispiel: f(z) = =& (z #0), n € N (fest).

n—1

f'z) = W%Z—n-w_"_l (z #0)

)
g(a

5.6 Satz (Kettenregel) Sei f: D — R, g: E — R mit f(D) CE, f sei differenzierbar
in a € D, g sei differenzierbar in f(a) € E. Dann ist go f : D — R, = — g(f(a:))
differenzierbar in a und es gilt

(g0 ) (a) = ¢'(f(a)) - f'(a)

Beweis: f differenzierbar in a <=
f(@) = f(a) + f'(a)(x — a) + 7(x) (x € D) mit lim 22 =0

wta ¢
g differenzierbar in f(a) <=
9(y) = 9(f(0)) + 9 (f(@) (v~ f(@)) +5(y) (y € E) mit lim =G =0

y#f(a)
= 0(£@) = 9(F(@) + 4 (F(@) - (F@) — £(@) + s(f(x)) (x € D)
— 9(f(@) + ¢ (f(@) - (f'(a)(x — a) + () + s(f(2)) (x € D)
= 9(f(@) + ¢ (f(@)) - F'(a) - (x — a) + ¢ (f(a)) - r(2) + 5(f(2)) (x € D)
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Noch zu zeigen: lim % =0

r#a

—0 —0 —f(a)

Wegen yf(ﬁ()a) — 0 fiir y — f(a),y # f(a) |Differenzierbarkeit von ¢ in f(a)]
und f(z) — f(a) fir x — a.

Beispiele: (a) f(z) =a” (x € R), a > 0 fest
Dann f(z) = exp(zIna) = exp(In(z)) mit In(z) = zIna, k' (z) = Ina
f(z) = exp/(h(z)) - W'(z) = exp(zIna) - Ina =a*Ina

by f:D—-R,g:E—R,h:F—Rmit f(D) C E, g(F) C F, f diffe-
renzierbar in a, g differenzierbar in f(a), h differenzierbar in g( f (a)).

(hogof)(a)=(ho(gof)(@)=H((ge @) (g0 f)(a)
=1/ (9(f(@)) - 9 (f(@)f'(a).

5.7 Satz (Ableitung der Umkehrfunktion) Sei I ein abgeschlossenes beschrinktes
Intervall, f : I — R streng monoton und stetig, J := f(I).

Ist f in a € I differenzierbar und f'(a) # 0, so ist die Umkehrfunktion f=':J — R in
b:= f(a) differenzierbar und es gilt

1

—1\/ o
0= 5im)

Hitte man die Differenzierbarkeit von f~1 in b bereits bewiesen, so kinnte man einfach
die Kettenregel auf die Funktion f o f~1 anwenden.

1=id'(b) = (fo f™)(b) = f/(f71®) - (F 1) (b)
——
#0
I
F(f1)
[ id:J - R,id(z) = 2 = id'(z) = 1

(f7) =
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Beweis: Sei (y,)nen eine Folge mit y, — b (n — o0), und f in a differenzierbar.
Yn € Jyyn #b (n € N).

£ )= ) 1 _ 1 1
o T T = Jaa—f@  Fl@ ()
fﬁl(yn)ffil(b) ITn—a

Beispiele: (a) f(z) =¢® (z € R), f~(x) =Inz (z > 0)

1 / — 1 — 1 — 1 — 1
n (%’) f’(ffl(az)) exp/ (ln(a:)) exp(lnz) x

{ Direkt mit Kettenregel: e!*® = x

d Inz __

%6 —].

elnx'dilnaczl dilnx:1 }
N~ dz x x

x

Genauer miisste man zunéchst ein abgeschlossenes beschrinktes

Intervall wihlen, in dem = > 0 liegt. }

(b) Aus (a) und der Kettenregel folgt fir f(z) =z (z > 0), a € R fest.

f(z) =e*™% (£ >0), mit h(z) =exp(z),g(z) =alnz

= h(g(z))

5.8 Definition (lokale Extremstellen) Sei I ein offenes Intervall, f : I — R eine
Funktion, xg € 1
[ hat in zo ein lokales Mazimum <= 3e50Vpev. () * f(7) < f(70)
[ hat in xq ein lokales Minimum <= Je>0Vpev. (z0) * [(7) = f(0)
f hat in xg ein lokales Extremum :<=> f hat in xg ein lokales Mazimum
oder ein lokales Minimum

5.9 Satz (Notwendige Bedingungen fiir ein lokales Extremum) Sei I ein offenes
Intervall, f: I — R differenzierbar, f besitze in xo € I ein lokales Extremum.
Dann gilt

f/(fL‘()) =0
Beweis: 0.E.d.A.: 2 lokales Maximum von f
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0<zx—20<¢)

f(@)=f(zo) —e<x—1x9<0)

f(@)—f(=zo
::> xr I% .

T—x0

(
Lim f(z)—f(z0) < 0

T—x() o
r>x()
— _
lim f(@)—f(20) >0
T—x() o
z<x(

Da f in z( differenzierbar ist, miissen beide Limites gleich sein, d.h.
f'(w0) <0, f'(z0) >0
also f'(zg) = 0.

5.10 Mittelwertsatz Sei f : [a,b] — R stetig, f : (a,b) — R differenzierbar
Dann ezistiert £ € (a,b), so dass

UEF O

Ein Spezialfall ist der

5.11 Satz von Rolle Gilt unter den Voraussetzungen von Satz 5.10 zusdtzlich f(a) =

f(b), so gibt es ein & € (a,b) mit f'(§) = 0.

Beweis von 5.11: 1. Fall: f konstant. Dann ist die Behauptung wegen f'(z) =0 (z €
(a,b)) klar.

2. Fall: f ist nicht konstant. Dann gibt es ein z¢ € (a,b) mit f(z¢) # f(a) =
f(b)
O.E.d.A. f(z9) > f(a). Da f stetig ist und [a,b] ein abgeschlossenes
beschrénktes Intervall ist, besitzt f eine Maximalstelle (Bez. §).

¢ € (a,b) wegen f(§) = f(wo) > f(a) = f(b).
Nach 5.9 ergibt sich f/(§) =0
Beweis von 5.10: Setze h(z) := f(z) — (% (b) + Zé:—if(a)) (z € [a,b])

h(a) =0, h(b) = 0, h ist stetig in [a,b] und differenzierbar in (a,b). Somit gibt
es nach dem Satz von Rolle ein £ € (a, b) mit

W(§) =0
d.h,
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oder
f(0) — f(a)
ey —

= f streng monoton wachsend

= f streng monoton fallend

<= f monoton wachsend

<= f monoton fallend

Bemerkung: Die Umkehrung in (a) gilt im allgemeinen nicht:

f(z) = 23 (z € R) ist streng monoton wachsend, aber f/(0) = 0.

MWwSs!

l

Beweis: (a) 21 < zp = f(z1) — f(x2) = (21 — x2) &Q <0
<0 >0

(b) ,=* wie (a)

,<=" Sei f monoton wachsend

—_—
/@) = lim, Ho=fiel = Jim fgfR > 0
EE) w>(

5.13 Anwendung [Hinreichende Bedingung fiir globales Extremum| Sei I ein
offenes Intervall, f: I — R differenzierbar, f'(xo) = 0.

(69) ()
Falls f'(x) > 0 (z € I,z < x9) und f'(z) < 0 (x € I,x > xg) dann hat f in xo ein
globales Mazimum.

5.14 Verallgemeinerter Mittelwertsatz Scien f,g : [a,b] — R stetig, f,g diffe-
renzierbar in (a,b), ¢'(z) # 0 (z € (a,b)). Dann gilt g(a) # g(b) und es ezistiert ein
€ € (a,b) mit

Bemerkung: (a) Der MWS ist ein Spezialfall des verallgemeinerten MWS (g(x) = x)

'Mittelwertsatz
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(b) Aus dem MWS wiirde man letztlich

)~ 1@ _ T @)
g(b) — g(a) — 9(b)=sla)

mit &1, &2 € (a,b) erhalten.

Beweis: ¢(b) — g(a) = w- (b—a)

#0 #0
MWS

Betrachte h(z) := f(x) — J;EZ;:;((Z)) g(z —g(a)) (z € [a,b])
h ist stetig auf [a, b], differenzierbar in (a,b) und h(a) = f(a), h(b) = f(b) —
(f(0) = f(a)) = f(a);

Nach dem Satz von Rolle existiert ein £ € (a,b), so dass h'(£) = 0.

dh. f/(¢) - Lg=a g (¢) = 0

Fb)—f(a) _ £
bzw. SE 5@ = 7@

Motivation fiir die L’Hostpitalsche Regel:
Seien f,g: D — R differenzierbar in a € D, f(a) =0, g(a) =0, ¢'(a) #0, g(x) #0 (x €
D\ {a})

f(@)— f(a)
fla) IO p
g(z) d@=9l@  g(a)
Beispiel: lim 2% — w =cos(0) =1

Fiir f(z) — o0,g9(x) — oo (z — a,z # a) reicht diese Aussage nicht.

5.15 Regel von de L’Hospital Secien f,g: (a,b) — R differenzierbar, —oo < a <
b< oo, g(x) #0 (z € (a,b)), auferdem sei erfillt

f(®) =0, g(x) =0 (zr—a)
oder

f(x) = 00, g(x) =00 (z—a)
Dann gilt

/
lim /(@) = lim f(z)

v—a g(z)  w—a g'(z)
wenn der zweite Grenzwert existiert.
Entsprechend fir x — b.

I
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Beweis: 1. Fall f(z) — 0, g(x) — 0 fir z — a,a # —o0
Dann sind f und g stetig in a fortsetzbar durch f(a) := 0 und g(a) :=0

Der verallgemeinerte MWS liefert dann

weil mit x — a auch & — a konvergiert.
Analog fiir x — b,b # 0
2. Fall f(z) — 0,¢9(z) — 0 fiir x — oo.
Wir kénnen 0.E.d.A. annehmen, dass f, g : (a,00) — R mit a > 0 vorliegt.
f@):=f(3) g(@):=g(t) (z€(0,})
Wegen f(z) — 0,g(x) — 0 (z — oo) sind f und § durch f(0) := 0,
g(0) := 0 stetig fortsetzbar in 0.
Anwendung des 1. Falls auf f und g liefert

— lim ')
) o g'(t)

(z — 0)

BY5ES

fla) _
g(x

=
(x) =39

<Y

T

Daher existiert

lim f(:c) = lim ')
2D 5@) T g ()

Nach Definition von f und § folgt

f@) _ o F@

0 gla) e g(a)

und daraus die Behauptung

Analog fiir f(z) — 0,9(z) = 0 (x —» —o0) (a = —0)

Zum Beweis des Falles 52 bendtigen wir

5.16 Hilfssatz Seien (cp)nen, (dn)new Folgen mit ¢, — oo, dp, — oo (n — 0).
Dann gibt es eine monoton wachsende Funktion ¢ : IN — IN mit p(n) — oo (— o0) und

p(n) =0 w(n)

. a —0 (n— o)

Insbesondere gibt es ein ng € N, so dass ¢, # 0, dy # 0, Cy(n) # Cny ) 7 dn (1 > o)

112



Analysis I fiir Informatiker § 5. DIFFERENTIATION
WS 05/06, Dr. Walter Spann Regel von de L’Hospital

Fortsetzung des Beweises von [5.15}

3. Fall: f(z) — o0, g(x) — oo fiir z — a.
Sei (2, )nen eine Folge mit x,, € (a,b) (n € N) und =, — a (n — o0)
Wihle: ¢(n) nach [5.16] so dass

f(xcp(n)) -
f(@n)

1_ 9(Zp(n))

_ f,(gn) ) g(zn) ENRT f/(t) 1
1 9'(&n) 1_fijz«;<n))) oo gl(t) 1

n

Verallg. MWS
Also
lim f@) = lim ¢'(x)

v—oo g(x)  f'(x)
4. Fall: f(z) — o0, g(x) — oo fiir x — oo (b= 00)
Riickfithrung auf den 3. Fall analog zur Vorgehensweise im 2. Fall.

Beweis des Hilfssatzes 5,16 0.E.d.A. ¢, >0, d, >0 (n € IN)

Bei festem k € IN gilt: lim % =0, lim g—’“ =0, also gibt es n; € IN, so dass
n—oo " n—oo “mn

(n > nyg)

Es ist problemlos moglich ng11 > ng zu wahlen, daher gilt

Ck 1 dk 1
T, Eal <n<
o < d <% (g < n < ngy1)

Definiere ¢ : N — IN durch

o(n) ==k fiir np <n < ngyq
pn)=1firl <n<m

Mit dieser Notation ergibt sich
o) _ 1 o) _ 1

. pn) dn  p(n)

(n>mn1)

Wegen ¢(n) — oo folgt 71121010 C“‘;% =0, lim % =0

n—oo n
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Beispiele fiir die Anwendung der Regel von de L'Hospital:

1
lim 2 — Jjm 4 = lim ¢+ =0
rz—oo T T—00 g% T—00

d 1

. . _ . Z(—Ilnzx .
limz-lnxz = — lim ﬂ”z—hmM:—hm 2 = —limz =
x—0 x—0 z z—0 d (l) x—0 ——5 rz—0
>0 >0 x>0 dr\w z>0 ° x>0

Sei f: D — R differenzierbar
Ist f/: D — R in a € D differenzierbar, so heift f zweimal differenzierbar.

Bezeichnung: f”(a) bzw. d2f(a) bzw. ©f

2 ]
dx dx r—a

Allgemein durch rekursive Definition:
Ist =1 : D — R in a € D differenzierbar, dann heiRt f k-mal differenzierbar in a. Ist
f : D — R k-mal differenzierbar und ist f(¥) stetig, so heift f k-mal stetig differenzierbar.

Motivation fiir den Satz von Taylor:
Sei p ein Polynom vom Grad n, d.h.

Entsprechend fiihrt der Ansatz

n

p(x) =Y ap(z — zo)*

k=0

auf die Formel

) (g
k=0

k!

5.17 Satz von Taylor mit Lagrange-Restglied Sei f : [a,0] — R n-mal stetig
differenzierbar, f : (a,b) — R (n+ 1)-mal differenzierbar, x,xq € [a,b] mit x # xo. Dann
ezistiert £ € (a,b), so dass

o ST

) (20)
(& —@0)" + T

n!

)n+1

f(x) = f(xo) + f'(xo)( — z0) + ... +

Taylorpolynom der Ordnung n zu f an der Stelle xg

(x — x
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Beweis:

Beispiele:

Es reicht, die Behauptung fiir 9 = a und x = b zu beweisen, d.h. zu zeigen,
dass fiir geeignet gewéhltes & € (a,b) gilt
f™a) - (b—a)*  fUHIE) - (b—a)"!

f(b) = fla)+f'(a)(b—a)+...+ " + (n T D)1 (%)

Fiir p(z) := f(a) + f(a) - (x —a) + ... + f™(a) - T2 gitg

p®(a) = fB(a) (k=0,...,n) (%)
Setze

h(z) = f(z) — (p(x) + m(z — a)"*1), (3 %)

wobei m so gewahlt wird, dass h(b) = 0. (Das ist moglich, weil man die Glei-
chung h(b) = 0 einfach nach m auflésen kann.)

[ Motivation: Betrachte i im Fall des MWS:

h(z) = f(z) = (f(a) + m(z — a))
m wird so gewahlt, dass h(b) = 0. ]

Aus (xx) ergibt sich, dass
AR (@) =0 (k=0,...,n). (% k)

Nach dem Satz von Rolle existiert wegen h(a) = h(b) = 0 ein & € (a,b) mit
R'(&) = 0. Aus h'(a) = 0 = B/(&) ergibt sich entsprechend die Existenz von
& € (a,&1) C (a,b) mit h" (&) = 0 usw.

Insgesamt erhdlt man &,41 € (a,&,) C (a,b) mit
h(n+1)(§n+1) =0,

dh. A () = FD () — (D () +m - L (a — )]
0

)=

(njrrl)!

Gl
(n+1)! -

Wegen h(b) = 0 folgt dann aus (x * %) die Taylor-Formel (x).

bzw. m =

(a) f(z) =€" (x€R)
f(k)(x):e“’ (x € R,k € Np) [ f(o)(x) = f
V() = f
F®(0) =1 (k € No)
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& héngt von z
ab
f( f(nJrl)( § 41 " & pntl
Z (nt1)! = k§o 71+
n k 6§-|:)3‘n+1 6'1‘-|z|n+1
" = 3 &l = (n+ 1) (n+1)!
k=0
—0 (n—o0)
X Lk
= ¢” = ) 97 (war bereits bewiesen)
k=0

(b) f(z) =sin(z) (x € R)
sin k = 2j,j gerade
8 (2) —sinz k= 2]:,]' ungerade
cos x k=25+1,75 gerade
—cosxz k=254 1,7 ungerade
(1) sinz k=2j
B (— )jcosx E=2j+1

. (k) (2n+41)
sin(z) = Z fH(0) f(2n+1)(€) p2n+l

YL k=2j
! (0)_{(—1)3‘ k=2j+1

_ Z ! f@ith () 22741 4 OV an

= (2gm)! (2n+1)!
-1 o
_ N P (D) eosE ol
o D) @n+1)!
j:
. n k 220+1 |z‘2n+1
= |sinz — (2]+1 | < @ — 0 (n = 00)

= sinz = Z % (Def. des Sinus!)

(¢) f(z)=1In (1—|—ac) (x > —1)
@)= (z>-1)
f®)(x) = % (k € IN) (durch vollst. induktion)
) (0) = (—1)k*1(/<: ) (k €IN), f(0)=Inl=0.

(k) (nt)(g)
In(l+z) = Z ! f(nﬂ)(g)x +1

1k—1(k—1 1)"n! n
_ kz( ) .( )! k+(n+§)l(1)+€)n+lx +1

_ = 1 (Gl A
- Z T EERIas
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n |1.|n+1 1
’1n1+x) kz;l ‘<Wn+1§m_>o(n—>oo)
0<z<1
0<¢<zx
o0
(_1)k—1 X $2 x3 x4
:>1n(1+a:):;kx ::L‘—?—l—g—z...(ogscgl)

Diese Gleichung gilt (0. Bew.) sogar fir —1 <z < 1.

Spezialfall n2=1—-1+1 - 14

Binomialreihe

flz)=04+2)* (x> —-1,aa € R\ Np)

fW(@) = a- Eem @+ 2! = ala - D+ 2772 = ala -
... (a=(k=1)1+az)"

T e

(-

n+1

) . (1 + é)a—(n—i-l) .l

Betrachte nun den Fall @ > 0. ‘<a>‘ = % QT—l) . a—n(ﬁIl)‘ —
n
—— —_———
ﬁ_l‘ n(il 1‘
sl—al [1-8[... 1350 (n— o)

beschriankt

(unabh. von n)
Die Produkte |1 —af - |1 = 5]...|1 — —1| (n € IN,n > 2) bleiben
o«

beschrinkt, weil fir £ > o |1 — ¢| = <1 gilt also nur eine

feste Zahl von Faktoren grofer als 1 sein kann. |(1+ z) ‘ =

1 +1
‘(nil)‘ . ‘1+§|n+l—a : |$’n
——
—0 (n—o0) <1 fiir
0<z<1lund
n+1l>a((€
liegt zwischen
0 und z!)
a — [« k +
= 14+x)*= > e (0<z<1l,aecRT\Ny
k=0

Es gilt sogar (0. Bew.):

(I+z)=Y (D" (-1<z<1,a>0)
k=0

(I4+z)=Y (D" (-1<z<1,a<0)

k=0
1 1 ) 1 5
=1 2 2 2
—i—(l)x—i-(z)x —|—<3>x +

N

Anwendung: 1+ 2 = (1 + z)
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1y(_1 1y(—1y_3 3
— 14 de By DI, -t
:1+%x+%x2+1—16x37%x4+...
(liefert gute Ndherung fiir 0 < |z| < 1)

:

,viel kleiner

Bemerkung: Leider besitzt nicht jede beliebig oft differenzierbare Funktion eine Tay-
lorreihe, die gegen sie konvergiert.

.. e 2 (x #0) . . . . :
Beispiel: (Cauchy) f(x) = 0 (z = 0) ist beliebig oft differenzierbar und es gilt
xr=

FB(0) =0 (k € No)

Die Taylorreihe ist die Vollfunktion.

Beweis: Durch vollstédndige Induktion zeigt man leicht

1

f(k)(x) = pk(g)e_z% (z # 0) mit gradpy = 3k

[ A0) : fO)(z) = po(%)efz% mit pg = 1, d.h. gradpg =0

1, _ 1 1, _ 1 2, _1 1
1 1 2 1 _ 1
= (=32 () = S5pe(2) )e 7 praa (@) = —a®pi (@) — 20°pe(a) (12)
» V(l) Grad: 3k+1 Grad: 3k +3
k+1\%

Lpp(L)e =

[ wegen
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il () == 3" |asa’

lim ypi(y)e ¥ =0
y—00

{

§3: f(x):= > apr® (Jz| < R), R > 0 Konvergenzradius
k=0

= lim w = a1, d.h. f differenzierbar in 0

r—00
o0
5.18 Satz (gliederweise Differentiation einer Potenzreihe) Sei > apaz® eine Po-
k=0

tenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.

Dann ist die Potenzreihe in (—R, R) differenzierbar und es gilt

d o.0] o [o.¢]
. Z akxk = Z akk:a:k_l = Z ap+1(k + 1)xk
k=0 k=1 k=0

Beweis: f(z) := Y ap2® (Jz| < R). Sei |z| < R und r mit |z| < r < R. Sei h mit

k=0
0 < |h| < R — |z| beliebig.
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’f(:c—l—h

Zakkxk 1

o0

S ag(z + h)k -3 apzk
k=0 - k=0 B Zakkmk_l

)F -z k—1
akT — arpkx
k=1

— Z ap((z + h)F — 2 — hka™1)
k=2 o 2 2
g(hta)—g(z)~hg'(z) = '-g"(O)="rk(k-1)¢F 2

Taylor mit &
zwischen x und
z+h

g(z):=x

Zakk(k; 1) . gh=2

< |hl- Z!ak! D eje-2

\§|§\$\+’h|§T<R
o~ k(k—1) 4
sw-;rakr( o

< o0,

= [h]-

R k(k—1)
weil die Potenzreihe 3 ay T;tk*Q denselben
k=2
Konvergenzradius wie

223277y UL k2 i'fa D ok hag,

Diese wiederum hat den Konvergenzradms
1

, weil
limsup &/|ag |k(k D llnisolip Vlax]

k—oo
lim {/5EZD — 1 (vgl Satz 3.19)
k—o0
o 1 2 Sk
Beispiel: - =1+z+az*+a2°+...= kzoa: (Jz] < 1)
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%ﬁ:ﬁ,%(l—kx—{—xQ—l—...):1+2m+3x2+4x3+... (Jz| < 1)

(o]
> (1_12;)2 :1+2£L'+3:L‘2—|—4:E3—|—.,,: Z(k+1)$k
k=0

Bemerkung: Durch verschachtelte Anwendung von 5.18 erhélt man

dn 00 00
dmﬁzwk = apk(k—1)...(k—n+1)2"" (jz| < R)
k=0

= Zak+n(k+n)(k+n —1)... (k+1)2F
k=0
und insbesondere

— .nl
d:L"” E akaf: Qy, - 1!

=0

Fir f(z) := Z apx® gilt also aj, = r )(0) , d.h.

k=0
©_ £(k)(g
fy =3 T 0
k=0 '
5.19 Satz (gliedweise Integration einer Potenzreihe) Sei Y. agx® eine Potenzreihe
k=0

mit Konvergenzradius R > 0, f(x) := Y apz® (Jz| < R) und F : (—R,R) — R eine
k=0

differenzierbare Funktion mit F' = f.
(Bezeichnung spater: F' Stammfunktion von f).
Dann gilt

[e.e]

Fo Z

k+1 ‘$|<R)

Zum Beweis benotigen wir eine kleine Folgerung aus dem Mittelwertsatz
5.20 Satz Seig: (a,b) — R differenzierbar, ¢'(z) =0 (z € (a,b,)).
Dann ist g konstant.
Beweis: Seien x,zg € (a,b). O.E.d.A. x > zg.

g ist stetig in [z, z], weil g dort differenzierbar ist.

g ist differenzierbar in (z,x), also gilt nach dem MWS

9(x) — g(x0) = g'(§)(x — x0), d.h. g(z) = g(x0).

~—
0
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Beweis von Satz 5.19: Z Dokt = . Z -
hat den K di ! ! R
at den Konvergenzradius - - ‘ — =
hill Solip 1k/ ‘ | hi:n_igp V ’ak’ kli)rl;o [y

1
Damit folgt nach Satz 5.18

d (o.0] [o¢] d o0
Eir 1 g = et
=0 k=0 k=0

Also

k+1> = F(a) =Y axa* =0 (2] < B)

(-

w0 @
Nach Satz 5.20 ergibt sich
F(z) -y k“jlx Z = F(0)
k=0 =0
Beispiele: (a) F(z) =In(1 + x)
F’():$—1—m+m +2 4= (—)kk (|2 < 1)
k=0
f@) = 5 (-
k=0
£lo) ~20) = 3 R ot (el <)
In(14z) In1=0
(b) F(z) = rctan( ) (z €R)
F'(z) = sz (x € R)
T =l () + ()P =1t - (2] <)
fla) = 3 (-1 (o] <)

- ka2 +12k+1
Fla) = F(O) = 55 (-1) 2025 (o] < 1)
arctan(z)  arctan(0) B

~——

0

+ % — % + ... (Leibnizreihe)

Lol

Bemerkung: Es gilt sogar 7 = arctan(l) =1 —

Das folgt allerdings nicht aus dem bereits Bewiesenen, sondern erst aus
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oo
5.21 Abelscher Grenzwertsatz Sei S apz" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius

k=0
R € (0,00).
o0 o0 o0
Falls > aiR* konvergiert, dann gilt lim Y apz® = > aR*.
k=0 R k=0 k=0
[e.e] o0 o0
Falls > ap(—R)* konvergiert, dann gilt lim > apa® = . ap(—R)*.
k=0 TR k=0 k=0
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